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RESUMO

Este artigo mostra uma analise do trabalho matematico. Faz um estudo
do desenvolvimento da geometria, suas contribuicdes para os fundamen-
tos da matematica e termina por apresentar a Matematica como um sis-
tema axiomatico dado pela teoria dos conjuntos

Unitermos: sistemas axiomaticos, geometria, deducdo, teoria dos con-
juntos, fundamentacdo matemaética.

INTRODUCAO

A meta deste trabalho é fazer uma breve reflexdo sobre a natureza do
trabalho matematico e entender alguns reflexos desta forma organizacio-
nal no desenvolvimento atual da Matemaética. Desde gque estamos tentan-
do refletir sobre o trabalho matematico é prudente deixarmos claro o que
estamos considerando, aqui, por matematico. Ndo vamos iniciar com
uma definicdo de Matematica, mas apenas refletir sobre aqueles temas
gue a literatura, em geral, tem considerado como matematicos. Trés
abordagens bastante gerais e nem sempre excludentes tém sido conside-
radas. A educacdo matematica, que se ocupa, preponderantemente, com
questdes didatico-pedagdgicas da Matematica. A matematica aplicada,
para interesses centrados na resolucdo de problemas, usando a Matema-
tica como ferramenta de trabalho. E a matematica pura ou matematica,
para o trabalho destinado a desenvolver e refinar, intrinsecamente, a Ma-
tematica. A reflexdo tratada neste texto € sobre o trabalho de criagdo e
desenvolvimento da Matematica enquanto ciéncia dedutiva, portanto, re-
ferente & Gltima vertente mencionada.



Durante a antigiidade classica, 0s gregos organizaram e apresenta-
ram, pela primeira vez, a geometria construida a partir de algumas pri-
meiras sentencas consideradas evidentes. A obra que consagrou esta
abordagem foi escrita por Euclides e é denominada “Os Elementos”, um
trabalho constituido de treze livros versando sobre nimeros e geometria.
Desde entdo, a geometria que contempla os principios estabelecidos em
“Os Elementos” tem sido denominada euclidiana. Esta forma sequencial
e dedutiva de tratar a geometria passou a ser almejada para todas as “ou-
tras matematicas” e mesmo por outras areas do conhecimento. Certa-
mente, a geometria euclidiana estabeleceu um novo paradigma para a
Matematica, o qual tem propiciado motivacdes para profundo e intenso
desenvolvimento matematico. Assim, na primeira se¢do deste ensaio, re-
visamos um pouco desta fascinante historia.

Como decorréncia deste anseio de se fazer matematica de maneira
semelhante ao que os gregos fizeram com a geometria, na segunda me-
tade do século XIX, surgiu uma nova sub-area da matematica, denomi-
nada fundamentos da matematica, particularmente preocupada em en-
tender esta acdo do fazer matematico numa versdo moderna, onde subja-
cente a cada tema matematico estd um sistema formal. Na segunda se-
¢ao, vemos o que é um sistema formal, quais s&o suas propriedades fun-
damentais e como este se relaciona com os topicos matematicos.

Avancando na construgdo matematica e sob a 6tica de modernos re-
sultados originados no final do século XIX e no inicio do século XX,
dentro dos fundamentos da Matematica, podemos uniformizar as mate-
maticas produzindo um Unico sistema formal capaz de tratar toda a ma-
tematica conhecida em nossos dias e com o rigor pretendido pelos gre-
gos, na teoria dos conjuntos. Desta maneira, na ultima se¢do, sdo apre-
sentadas, de forma rapida, as conquistas da teoria dos conjuntos através
de uma das alternativas conhecidas, a de Zermelo-Fraenkel. S&o apresen-
tados os axiomas e feitos alguns comentarios gerais sobre a construgdo
matematica a partir deste sistema.

A MOTIVACAO DA GEOMETRIA EUCLIDIANA

Os carpinteiros e topografos egipcios e babilénicos criaram uma certa
matematica primitiva nos quatro mil anos que precederam a era cristd. Mas
foram os fildsofos gregos classicos que, entre os anos de 600 e 300 a. C.,
deram & Matema@tica sua arquitetura definitiva de abstracdo e demonstra-
cao dedutiva, levantaram a extensa estrutura da geometria euclidiana e
aplicaram este campo ao entendimento e compreensdo do universo.

A matematica dos gregos classicos procurava deduzir verdades sobre
a natureza, por isto deveria estar fundamentada sobre verdades. As ver-
dades aparentemente evidentes eram chamadas de axiomas.

Euclides, matematico grego que viveu por volta de 300 a.C., esta en-
tre 0s primeiros a apresentar, de maneira sistematica, a Matematica como
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ciéncia dedutiva. Isto significa que toda afirmacao deveria ser deduzida
logicamente de outras afirmacdes mais simples, e assim sucessivamente.
E claro que no comego desta cadeia deveriam existir algumas afirmacoes
ndo demonstradas, que Euclides chamou de postulados (aquilo que se
pode). A Matematica moderna nao faz distin¢do entre as palavras postu-
lado e axioma. Porém, para os gregos, axiomas eram afirmacdes tais que
todos os seres pensantes deveriam admitir como verdadeiras, como, por
exemplo, a soma das partes coincide com o todo; enquanto postulados
eram verdades particulares da geometria como: dados dois pontos existe
uma Unica reta que os contém. Euclides procurou escolher como postu-
lados afirmacdes que, por sua simplicidade, seriam aceitas por qualquer
pessoa de bom senso e que eram, em um certo sentido, evidentes por si
mesmas. Sua obra “Os Elementos” consiste de treze livros. O livro | é
composto de trés partes distintas (embora Euclides ndo as tenha separa-
do formalmente). A primeira parte, constituida pelas primeiras 26 propo-
sicOes, trata quase exclusivamente da teoria elementar de tridngulos. A
segunda parte trata da teoria das paralelas. A terceira trata das relagdes
entre areas de paralelogramos, tridngulos e quadrados e culmina com o
famoso Teorema de Pitadgoras (Em todo tridngulo retangulo, o quadrado
da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos
catetos) e de sua forma reciproca (Se um triangulo possui lados medin-
doa, bec,com a2=b?+ c? entdo o tridngulo é retangulo e sua hipote-
nusa € o lado que mede a).

Os cinco postulados adotados por Euclides em “Os elementos”, es-
critos em termos atuais, séo:
(1) Uma linha reta pode ser tracada ligando dois pontos quaisquer.
(2) Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente.
(3) Uma circunferéncia pode ser tracada com qualquer centro e qualquer raio.
(4) Todos os angulos retos sdo iguais.
(5) Se duas retas, em um mesmo plano, sdo cortadas por uma outra reta
e se a soma dos angulos internos de um lado é menor do que dois retos,
entdo as retas se encontram, se prolongadas suficientemente, do lado em
que a soma dos angulos é menor do que dois angulos retos.

Desde a época de Euclides, hd uma tendéncia natural de representar
um espaco 1-dimensional pela reta usual e um espago 2-dimensional
pelo plano usual, conforme representado na FIGURA 1.

FIGURA 1: Plano e reta.



Uma ilustracdo desta tendéncia natural pode ser observada na FIGU-
RA 2 no eshoco de uma representacdo geométrica do V postulado de Eu-
clides.

\

FIGURA 2: Sobre o V postulado de Euclides

O quinto postulado nédo foi utilizado por Euclides na obtencdo de
qualquer das 26 primeiras proposicoes do livro I. Além disto, comparan-
do os cinco postulados euclidianos, percebemos que os quatro primeiros
parecem de enunciados faceis e evidentes por si proprios. O quinto pos-
tulado é bastante diferente e tornou-se, de imediato, alvo de criticas dos
matematicos da época. O seu enunciado é relativamente complicado e
menos evidente por si mesmo, parece mais uma proposicao que um axio-
ma. Além disso, sua tardia utilizagdo por Euclides levantou suspeitas de
que ele poderia ser simplesmente uma proposi¢do demonstravel a partir
dos outros axiomas, mas que o gebmetra ndo conseguira demonstrar.

InGmeras tentativas foram feitas para se mostrar o quinto postulado
de Euclides a partir dos demais, comumente mudando-se a definigcdo de
retas paralelas. Dentre 0s nomes famosos que tentaram podemos citar
Lambert [1728-1777], Bertrand [1731-1812] e Gauss [1777-1855]. Sur-
giram varias afirmativas equivalentes ao quinto postulado de Euclides,
entre as quais citamos as seguintes:

(i) se uma reta intercepta uma das paralelas, interceptara a outra;

(ii) retas que sdo paralelas a uma reta sdo paralelas entre si;

(iii) duas retas que se interceptam ndo podem ser paralelas a uma mes-
ma reta;

(iv) sejam dados, em um plano, uma reta e um ponto P que ndo esta em.
Entdo existe uma e s6 uma paralela a passando por P.

A formulacéo (iv) é conhecida como Axioma de Playfair, devi-
do ao inglés John Playfair [1748-1819] e com o passar dos anos tornou-
se a forma padréo da afirmacéo do quinto postulado de Euclides, passan-
do a ser chamado de Postulado das Paralelas de Euclides.

Saccheri [1667-1733], ao invés de tentar demonstrar o postula-
do de Euclides a partir dos outros, considerou a questdo da seguinte for-
ma: aceitemos 0s primeiros postulados de Euclides, excetuando-se o das
paralelas. De acordo com eles, podemos construir as perpendiculares
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em A e B a um segmento , no plano. Sejam C e D dois pontos situados,
respectivamente, sobre cada uma dessas perpendiculares, do mesmo
lado de e tais que =. Construida a reta , demonstramos que 0s angu-
los em C e D, no quadrilatero obtido (quadrilatero de Saccheri), sdo ne-
cessariamente iguais, mas, nada podemos afirmar quanto ao seu valor
comum. Sobre este valor, ha trés hipoteses possiveis e distintas: os dois
angulos sdo ambos agudos, retos ou obtusos, mas o sistema de postula-
dos ndo nos permite decidir entre as trés suposi¢des. A FIGURA 3 mos-
tra o quadrilatero de Saccheri.

Cc D

1 o
A B
FIGURA 3: Quadrilatero de Saccheri.

Saccheri provou que a hip6tese dos angulos retos equivale a admitir
0 postulado das paralelas; e como os dois outros casos lhe pareceram
contrarios a evidéncia, ele concluiu que o postulado de Euclides é verda-
deiro. Trata-se, como podemos ver, de uma redugéo ao absurdo, mas, na
sua demonstracdo, Saccheri introduz inconscientemente um postulado,
quando rejeita as duas hipéteses por inconcebiveis.

A conclusdo de que o quinto postulado ndo era demonstravel a par-
tir dos outros quatro s6 foi obtida na primeira metade do século XIX com
Gauss [1777-1855], Lobatchewski [1793-1856] e Bolyai [1802-1860].
Isto ocorreu com a descoberta das chamadas geometrias ndo-euclidianas
em que o quinto postulado de Euclides é substituido por outra afirmacéo
gue Ihe é contraditéria.

Em 1829, o russo Lobatchewski publicou um artigo, “On the Princi-
ples of Geometry”, que marca oficialmente o nascimento das geometrias
ndo-euclidianas. O quinto postulado foi substituido pelo seguinte: “por
um ponto P fora de uma reta podemos tracar mais de uma reta do plano
gue ndo encontra .

Com este novo postulado, Lobatchewski deduziu uma geometria sem
contradigdes logicas inerentes, mas tdo contraria ao senso comum que
ele mesmo a chamou de “geometria imagindaria”. Na sua geometria, por
exemplo, a soma dos angulos internos de um triangulo é menor do que
1809 e n&o igual, como valido na geometria euclidiana.

Por volta de 1829, o huingaro Bolyai obteve a mesma concluséo que Lo-
batchewski, mas suas conclusdes s6 foram publicadas em 1832. Em vez de
tentar provar o impossivel, substituiu o quinto postulado de Euclides pela se-



guinte afirmacdo: “por um ponto fora de uma reta podem ser tragadas infi-
nitas retas do plano, ndo uma so, cada uma delas paralela a reta dada”.

As geometrias ndo-euclidianas continuaram, por algum tempo, a ser
topico da matematica um tanto marginal, até serem completamente inte-
gradas através de idéias bastante gerais introduzidas por Riemann [1826-
1866]. Riemann apresentou uma profunda e ampla concepcéo de todo o
espectro da geometria. A seguir, sugeriu uma visao global da geometria,
como um estudo de variedades de uma quantidade qualquer de dimen-
sBes em qualquer tipo de espaco. Suas geometrias eram ndo-euclidianas
num sentido mais geral do que as de Lobatchewski ou Bolyai, onde a
questdo é simplesmente a de quantas paralelas a uma reta sdo possiveis
serem tragadas por um ponto dado fora da mesma.

Riemann percebeu que entre os conceitos mais importantes em qual-
quer geometria esta o de “métrica” que € uma funcdo para determinar a
distancia entre dois pontos que podem estar infinitesimalmente préxi-
mos um do outro. Na geometria euclidiana ordinaria, por exemplo, o es-
paco com a métrica usual (férmula da distancia) é chamado de espaco
euclidiano. Um espaco com uma métrica formulada por Riemann passou
a ser chamado de espaco riemanniano e o espaco euclidiano é, localmen-
te, apenas um caso especial deste.

Hoje, temos uma concepgdo mais restrita para o termo geometria rie-
manniana, a qual ndo revela integralmente a mudanca fundamental nas
concepgBes geométricas introduzidas por Riemann. Este sugeriu uma
abordagem mais geral para os espagos métricos com curvaturas, o0 que
mais tarde possibilitou a teoria geral da relatividade.

FIGURA 4: Pseudo-esfera.

Beltrami [1835-1900] tem o crédito de ter produzido a primeira de-
monstracdo da consisténcia das geometrias ndo-euclidianas. Beltrami
apresentou, em 1868, um modelo, pseudo-esfera, ver FIGURA 4, em que
a geometria de Lobatchewski-Bolyai podia ser representada sobre uma
superficie no espaco euclidiano de trés dimensdes e tal que os postula-
dos da geometria euclidiana fossem validos. Como conseqiiéncia, qual-
quer inconsisténcia que pudesse existir nas geometrias ndo-euclidianas
seria também uma inconsisténcia na geometria euclidiana.
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Modificando convenientemente os postulados de Euclides e reinter-
pretando 0s conceitos primitivos de reta e plano, obtemos um modelo
para a geometria de Riemann: devemos considerar o “plano” como uma
superficie de uma esfera e uma “reta” como um circulo méaximo sobre a
esfera, conforme ilustrado na FIGURA 5. Neste modelo da geometria es-
férica, podemos constatar, por exemplo, que a soma dos angulos internos
de um triangulo é maior do que 180°. Outro modelo similar é o da geo-
metria eliptica, obtido ao considerarmos uma esfera com os pontos anti-
podas identificados (plano projetivo real).

FIGURA 5: Esfera.

E interessante observarmos que os modelos adotados devem permi-
tir o deslocamento de triangulos sem deformacdo (Postulado da Con-
gruéncia). Assim é necessario que os modelos para as geometrias tenham
“curvatura” k constante, como ocorre com o plano (k = 0), a esfera (k =
+1) e a pseudo-esfera (k = -1).

Com relagdo aos modelos para cada uma destas geometrias, usamos
atualmente as seguintes denominacoes:

» Geometria plana (ou de Euclides).

» Geometria hiperbdlica (ou de Lobatchewski-Bolyai).

» Geometria eliptica (ou de Riemann).

Ao analisarmos atentamente o sistema de postulados sobre os quais
Euclides construiu “Os Elementos”, identificamos a sua insuficiéncia.
Muitas das demonstracGes de Euclides apelam fortemente a intuicdo e,
desta maneira, escondem alguns postulados admitidos intrinsicamente.

A preocupacdo com a fundamentacdo da geometria em bases solidas
culminou com a restruturacdo da geometria Euclidiana por Hilbert
[1862-1943], em 1899, evitando todas as ambiguidades e lacunas que se
encontravam naquele trabalho. Hilbert considerou, para a geometria pla-
na, duas noc¢des primitivas: ponto e reta (e também plano, no caso da
geometria espacial). Mais ainda, sup0s que entre estas no¢des primitivas
existiam trés relagdes primitivas:

* um ponto esta numa reta.

* um ponto esta entre dois pontos.

* relagdo de congruéncia (entre segmentos, angulos e tridngulos).



Hilbert considerou que estas nocdes e relagdes primitivas deveriam
satisfazer um sistema de postulados ou axiomas divididos em cinco gru-
pos:

(1) Axiomas de incidéncia (nog&o de estar em).

(2) Axiomas de ordem (nog¢do de ocorrer primeiro).

(3) Axiomas de congruéncia (nocdo de congruéncia).

(4) Axioma de continuidade.

(5) Axioma das paralelas.

Com relacdo ao axioma das paralelas, se escolhemos o axioma de
Euclides, estamos tratando da geometria euclidiana, escolhendo uma ne-
gacdo do axioma das paralelas de Euclides, obtemos a geometria hiper-
bolica ou a geometria eliptica.

Existem varios outros sistemas de postulados para a geometria,
sendo que cada autor adota um sistema diferente de nog6es/relacdes pri-
mitivas e de postulados (sistema de Pash, Peano, Pieri, Veblen, Pogore-
lov etc.).

Pogorelov, por exemplo, organiza o seu sistema de postulados para a
geometria plana em seis grupos:

(1) Postulados de incidéncia.

(2) Postulados de separacéo.

(3) Postulados de medida de segmentos e de angulos.

(4) Postulados de continuidade.

(5) Postulado de congruéncia (de tridngulos).

(6) Postulado das paralelas.

Uma importante conseqiiéncia do surgimento das geometrias ndo-eucli-
dianas é a sua influéncia na concepcao matematica do século XX. A existén-
cia de tais geometrias mostrou a necessidade de se raciocinar usualmente
com rigor e manter a intuicdo sobre controle. Nem sempre 0 que parece é.

O METODO DEDUTIVO

A l6gica tem servido como ferramenta para o estudo e compreensao
do fazer matematico e como originadora de idéias outras. Devido ao nos-
so interesse sobre o entendimento do trabalho matematico, vamos ver a
I6gica matematica como um dispositivo no auxilio desta andlise.

Bem, quando iniciamos os estudos sobre um novo tema, a primeira
guestdo que se apresenta é conhecer qual o objeto de estudo desta area
do conhecimento. Com relagéo a logica, ndo temos uma definigao expli-
cita dos seus objetos de estudo, mas, grosseiramente, podemos dizer que
a ldgica estuda os raciocinios que podem ser admitidos como corretos,
ou melhor, as formas validas de inferéncia. A 16gica matematica, em par-
ticular, estuda o tipo de raciocinio desenvolvido pelos matematicos e
para tal, devemos conhecer e analisar os métodos empregados pelos ma-
tematicos para a construcdo das teorias matematicas, edificadas como
sistemas dedutivos.
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A dindmica do trabalho matemaético é distinta de todas as demais
ciéncias; pois, enquanto todas as outras se apdiam em observacdes ou, em
Gltima andlise, objetivam um modelo para a realidade fisica, a matemati-
ca se desenvolve, intrinsecamente, como um modelo dedutivo, sendo va-
lidada quando apresentada como uma demonstracdo. Esta caracteristica
ndo nega o fato de 0 matematico usar a intuicdo e a observacdo em sua
atividade, porém, a forma Gltima de seu trabalho é dedutiva e abstrata.

Contudo, ndo é possivel demonstrarmos todas as leis matematicas.
Algumas primeiras leis ou sentengas ndo podem ser demonstradas, des-
de que ndo existem leis anteriores a partir das quais estas possam ser
conseqliéncias. Estas leis iniciais, aceitas como verdadeiras sem de-
monstracdo, sdo denominadas axiomas; as leis remanescentes, deduzidas
a partir dos axiomas, sdo denominadas teoremas. Um sistema assim de-
senvolvido é denominado sistema axiomatico ou teoria. E uma conven-
¢do, para maior elegancia do sistema, que o nimero de axiomas seja 0
menor possivel. Nos primeiros sistemas axiomaticos desenvolvidos,
como, por exemplo, na geometria grega, houve uma grande preocupagao
com que os axiomas fossem sentencas evidentes por elas mesmas, mas
na visdo moderna, a escolha pode ser bastante arbitraria, de acordo com
a conveniéncia do pesquisador e da area em questdo. Com isto, busca-
mos reduzir um grande nimero de sentencas, ou seja, toda uma teoria, a
um pequeno namero de leis, 0s axiomas.

Quando, no desenvolvimento de uma certa teoria, surge um concei-
to notavel, no sentido de ser importante e com presenca freqliente, entdo
damos um nome ou batizamos este conceito de maneira a caracterizar
exatamente quando este conceito esta presente e quando ndo esta. Neste
caso, fornecemos uma definicéo para o conceito abordado. De maneira
semelhante aos teoremas, buscamos definir um conceito a partir de ou-
tros ja conhecidos e, analogamente nesta regressao, tém que surgir al-
guns primeiros conceitos sem definigéo, pois ndo podem ser obtidos de
nenhum anterior. Estes sdo denominados conceitos primitivos e os rema-
nescentes sao denominados conceitos derivados. Os conceitos primitivos
surgem nos axiomas.

O estudo dos axiomas e teoremas de um sistema, vistos como ex-
pressdes, sem que lhes sejam atribuidos qualquer significado, caracteri-
za 0 aspecto sintatico do sistema axiomatico, enquanto que o estudo do
significado destas expressdes caracteriza 0 seu aspecto semantico. Esta
disting&o entre sintaxe e seméantica é relevante, ndo so para os fundamen-
tos da matematica, mas para a compreensao e resolugdo de muitos pro-
blemas matematicos. Gostariamos de que, para cada sentenca obtida por
meios puramente sintaticos, houvesse uma correspondente seméantica e
vice-versa. Contudo, isto usualmente ndo ocorre.

Com estas consideracdes, podemos discorrer sobre 0s sistemas for-
mais, que caracterizam o componente sintatico de uma teoria, ou ainda,
de um sistema axiomatico.



A primeira parte de um sistema formal é sua linguagem, caracteri-
zada por um conjunto de simbolos, denominado o seu alfabeto. Como
desejamos contemplar o rigor no trato de sistemas formais, é conve-
niente que utilizemos linguagens artificiais ou formais, que evitem ao
maximo as ambiglidades das linguagens naturais. Conhecido o alfabe-
to, podemos obter o conjunto das expressdes possiveis nesta lingua-
gem, que é constituido de todas as seqliéncias finitas de simbolos do
alfabeto. A seguir, devemos evidenciar um conjunto de regras gramati-
cais que permitam, por meio de um procedimento finito, dito efetivo,
gerar e distinguir as expresses que tém interesse ao sistema formal,
denominadas express@es bem formadas, das expressfes desprovidas de
interesse. Cada vez que um simbolo do alfabeto aparece em uma ex-
pressdo, temos uma ocorréncia do simbolo. O nimero de ocorréncias
de simbolos em uma expressdo é denominado 0 seu comprimento. As-
sim, na lingua portuguesa, a expressao “matematica” tem comprimen-
to 10 e 3 ocorréncias do simbolo “a”.

Uma linguagem é um ente estritamente sintatico e fica bem determi-
nada quando conhecidos os seus simbolos e regras gramaticais. Denota-
mos uma linguagem formal por L = (A, E), onde A é o alfabeto de L e
E é um conjunto de expressdes de L, denominadas expressdes bem for-
madas. Um subconjunto fundamental de sentencas bem formadas E é o
das formulas de L, denotado por F.

A segunda parte necesséaria a um sistema formal é um conjunto P,
possivelmente vazio, de postulados ou axiomas, constituido por formu-
las da linguagem L.

A terceira e Gltima parte € o conjunto R de regras de inferéncia so-
bre o conjunto das férmulas de L, que tem a finalidade de possibilitar a
deducdo na teoria, ou seja, obter novos fatos da teoria a partir de infor-
mag0es dadas.

Para uma teoria matematica T qualquer, 0 seu conjunto de teoremas
é definido indutivamente da seguinte maneira:

Um teorema de um sistema axiomatico ou teoria T é uma formula
que:

(i) ¢ um dos axiomas de T ou

(ii) dada uma regra de inferéncia, se todas as premissas (ou hipéte-
ses) sdo teoremas de T, entdo a concluséo obtida pela aplicacdo desta re-
gra a estas premissas também é um teorema de T.

Analisando o trabalho do matematico, percebemos que este profissio-
nal, basicamente, desenvolve sistemas axiomaticos. Avanga em uma certa
teoria quando produz fatos novos, define conceitos emergentes, resolve
problemas ainda ndo solucionados, propde novos resultados, sugere e de-
senvolve novas teorias, ou ainda, quando apresenta formas alternativas as
ja existentes ou possibilita aplicacdes onde se facam necessérias. De qual-
quer forma, esta gerando conhecimento matematico. Esta elaboracdo ma-
tematica, denominada teoria ou sistema axiomatico, consiste, basicamen-
te, de conceitos primitivos, conceitos derivados, axiomas e teoremas.
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Em textos matematicos, é usual vermos expressées tais como: defi-
ni¢do, proposicdo, teorema, lema e corolario. O conceito de definicdo ja
comentamos. Os quatro outros conceitos devem ser entendidos como 0s
teoremas mencionados acima. A variacdo nos nomes serve para desta-
carmos uma possivel hierarquia de importancia destes teoremas, bem
como a ordem em que sdo enunciados. Quando estamos desenvolvendo
uma certa teoria, demonstramos muitos teoremas, mas alguns sdo mais
relevantes que outros. Em geral, chamamos de proposic¢des os resulta-
dos mais elementares e reservamos o nome teorema para os feitos mais
relevantes como “teorema de Pitagoras”, “teorema fundamental da alge-
bra” ou “teorema fundamental da aritmética”. Lema é uma proposicao
gue antecede e auxilia um teorema; muito da demonstracdo de um teo-
rema ja estd no lema. E corolario é uma consequéncia do teorema, se-
gue do teorema.

Resumindo, um sistema formal S é uma quadrupla S = (A, F, P, R),
onde:

(i) A é um conjunto qualquer (freqlientemente enumeravel) de sim-
bolos, denominado o alfabeto de S. Uma sequéncia finita de simbolos de
A ¢é denominada uma expressao de S.

(if) F é um subconjunto de expressdes bem formadas, determinadas
pelos simbolos de A. Existem regras sintaticas para a geragdo destas ex-
pressdes. A complexidade da linguagem tratada pode ser de ordem zero,
também chamada proposicional, de primeira ordem ou de ordem superior.
Numa linguagem proposicional, as Unicas expressdes bem formadas séo as
formulas, mas nas linguagens ndo proposicionais, termos e formulas séo
expressdes bem formadas. Em geral, existe um procedimento efetivo para
determinar se uma dada expressao € ou nao uma férmula ou um termo.

(iii) P é um subconjunto, possivelmente vazio, de F, dito o conjunto
dos postulados ou axiomas de S. Também aqui existem procedimentos
efetivos para se estabelecer se uma férmula é ou ndo um axioma. No
caso afirmativo, temos uma teoria axiomatizada.

(iv) R é um conjunto finito de regras, dado por relagdes pelo menos
binérias entre formulas, que sdo denominadas regras de inferéncia. Se
R(aq, a, ..., ay, b) TR, dizemos que b é obtida a partir de aj, LEI£n,
pela regra R.

Uma demonstracédo de b em S é uma seqiiéncia aq, as,... , ap, b de
formulas tais que, para cada i, a; € um axioma de S ou a; € uma con-
sequéncia direta de algumas das férmulas precedentes através de algu-
ma das regras de inferéncia. Um teorema de S € a Ultima formula de
uma sequéncia que se constitui em uma demonstracdo, no nOsso caso,
b é o teorema.

Uma férmula b de S é deduzida ou derivada de um conjunto G de
formulas, se existe uma seqléncia ay, ay, ... , a, de formulas tal que, a,
ebe, paracadal£i£ n,aj € um axioma, ou a; esta em G, ou ainda, a;
é uma consequéncia direta de G através de alguma das regras de inferén-
cia de S, para algumas das formulas precedentes. Esta seqliéncia é uma



deducéo de b a partir de G. Os membros de G sdo denominados premis-
sas ou hipdteses e b é a conclusdo da deducdo.

Para denotarmos que b é uma consequéncia direta de G, escrevemos
G ? b. Se G é finito, podemos escrever, alternativamente, aq, ay,..., ap ?
b. No caso em que G €é o conjunto vazio, escrevemos ? b e dizemos que
b é um teorema.

A seguir, vamos, informalmente, entender como procedimento uma
seqliéncia de passos, como num algoritmo, ou numa receita de bolo, que
nos indicam como atuar em cada etapa.

Apds estes comentérios iniciais sobre a formalizacdo, podemos res-
saltar algumas caracteristicas relevantes para um sistema formal:

(1) Consisténcia: um sistema formal S é consistente quando nédo
existe qualquer formula, de maneira que esta férmula e a sua negacao se-
jam teoremas de S.

(2) Efetividade: um sistema formal S é efetivo quando existe um
procedimento, com um ndmero finito de etapas, que nos permite saber
se uma certa expressdo € uma formula de S e se uma seqliéncia de for-
mulas se constitui numa deducdo em S.

(3) Decidibilidade: um sistema formal S é decidivel quando existe
um procedimento efetivo que permite verificar se uma férmula qualquer
do sistema é ou ndo um teorema de S.

(4) Completamento: um sistema formal S é completo se é possivel
demonstrar, para qualquer formula, que esta férmula ou sua negacéo é
um teorema do sistema S.

(5) Independéncia: um axioma ou uma regra de um sistema formal
S é independente se a supressdo deste axioma ou regra diminui a quan-
tidade de informagdes que podem ser deduzidas no sistema.

(6) Modelos: um modelo para S € um ambiente semantico onde todo
teorema de S é uma sentenca verdadeira. O modelo é adequado quando
todo teorema é verdadeiro e toda sentenga verdadeira é um teorema.

Como vimos, para 0 conjunto de axiomas, pode existir um procedi-
mento efetivo, ou seja, mecanico, para testar se uma dada férmula é ou
ndo um axioma. Isto caracteriza a efetividade do sistema.

Outra caracteristica que gostariamos que fosse mecanica é a decidi-
bilidade, ou seja, a possibilidade de obtermos procedimentos algoritmi-
€0S ou mecanicos para podermos decidir se uma férmula qualquer do
sistema é ou ndo um teorema. Contudo, para a maioria dos sistemas axio-
maticos, 0s quais caracterizam as teorias matematicas mais relevantes,
ndo existe um procedimento mecénico, implementado por uma maquina,
que seja capaz de verificar se uma férmula qualquer é ou ndo um teore-
ma do sistema. Assim, as mais importantes teorias matematicas sdo nao
decidiveis. Esta € uma das notaveis contribui¢cGes do l6gico germanico
Gadel, apresentada no inicio do século XX. Caracterizada a limitagéo da
decidibilidade de um sistema formal e considerando que, de fato, aut6-
matos sdo sistemas formais, muitos filésofos contemporaneos nao créem
na construcdo de uma maquina capaz de tomadas de decisfes semelhan-
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tes aos seres humanos, pelo menos com 0s recursos disponiveis neste
momento.

TEORIA DOS CONJUNTOS: A MATEMATICA COMO UM
SISTEMA FORMAL

Na busca por uma fundamentacdo da Matematica, encontramos um
periodo apogistico entre o final do século XIX e o inicio do século XX.
Neste periodo, conseguiu-se ndo apenas tratar algumas teorias matema-
ticas com o rigor pretendido a partir da geometria grega e a luz dos sis-
temas formalizados, mas também estabelecer alguns sistemas onde toda
a Matematica contemporanea possa ser tratada. Estamos atingindo o que
tem sido denominado a Matematica moderna e nos distanciando das ma-
tematicas de até entdo. Com estes sistemas, podemos dar alguns passos
na compreensdo do que é Matematica e, principalmente, desenvolver
aquelas reflexdes sobre as propriedades dos sistemas formais como, por
exemplo, a consisténcia para a Matematica.

A primeira tentativa de unificacdo da Matematica se deu no monu-
mental trabalho “Principia Mathematica” de Russel e Whitehead (Whithe-
head, Russel, 1910-1913), onde é advogada a tese logicista de que a Mate-
matica é em esséncia logica. Apesar do grande avanco na direcdo preten-
dida, a teoria dos tipos, proposta para dar conta dos problemas surgidos
pelo caminho, ndo foi suficiente e a tese logicista foi perdendo forcas.

Conforme os trabalhos contemporéaneos sobre fundamentagdo mate-
maética, podemos dizer que toda a Matematica conhecida pode ser cons-
truida na teoria dos conjuntos. Isso significa que objetos matematicos
tais como numeros e as mais diversas fungdes e relagdes, podem ser de-
finidos como conjuntos. Desta forma, os teoremas da matematica devem
ser vistos como afirmag6es sobre conjuntos e demonstrados como afir-
mac0bes da teoria dos conjuntos.

Iniciada a partir dos trabalhos de Cantor (Dauben, 1979) do final do
século XIX, a teoria dos conjuntos pretendia ser erigida a partir de dois
principios bésicos: (i) a extensionalidade que afirma que dois conjuntos
sdo iguais se tém exatamente os mesmos elementos e (ii) a abstracéo,
que afirma que para cada propriedade existe o0 conjunto dos elementos
que satisfazem a propriedade dada. Esta abordagem mais intuitiva dos
conjuntos logo apresentou problemas com o principio da abstracdo pois,
por exemplo, ndo existe “o0 conjunto de todos 0s conjuntos”. Parece um
pouco severo dizer que algumas cole¢des ndo sdo conjuntos, mas de fato,
existem tais colec¢des. Esses “conjuntos ilegais” podem ser chamados de
classes. Uma classe deve ser identificada com uma condigdo ou uma ex-
tensdo de uma condicéo.

Estes paradoxos da teoria ingénua dos conjuntos, dentre os quais po-
demos citar o famoso paradoxo de Russel, forcaram o desenvolvimento
da axiomatizacdo da teoria dos conjuntos, mostrando que, sem davida,



suposicBes aparentemente aceitaveis, eram inconsistentes e, portanto, to-
talmente insustentaveis na matematica.

O paradoxo de Russel mostra a impossibilidade da existéncia do con-
juntos de todos os conjuntos e pde limites sobre o principio da abstracéo.
Pois, suponhamos que existe 0 conjunto de todos os conjuntos e consi-
deremos o conjunto u = {x | x ce x}, ou seja, u é conjunto de todos 0s ob-
jetos que ndo sdo elementos deles mesmos. Desde que existe o conjunto
de todos os conjuntos, € licito perguntar se u & u. Assim, se u ce u, en-
tdo u admite a propriedade que o define e, portanto, u E u. Agora, se u
E u, entdo pela defini¢do de u temos que u ce u. Desta forma, temos que
u e u se, e somente se, u & u, o que é claramente uma contradicéo.

Como entdo contornar o problema que resulta da proibicdo de se fa-
lar da colecédo de todos os conjuntos? A cole¢do ndo pode ser um conjun-
to, por isso algumas alternativas tém sido oferecidas, sendo as duas mais
conhecidas (Enderton, 1977):

(i) a de Zermelo-Fraenkel que diz: nunca precisamos falar da cole-
¢ao de todos os conjuntos; toda vez que tentarmos falar dela procurare-
mos outra frase para evita-la.

(ii) a de Neuman-Bernays: a colecdo de todos 0s conjuntos pode ser
chamada de classe. Ainda, alguma outra cole¢do de conjuntos pode ser
chamada de classe. Em particular, qualquer conjunto € uma classe, mas
algumas classes sdo grandes demais para serem conjuntos. Assim, exis-
tem classes que ndo sdo conjuntos e, também, ndo podem ser membros
de conjuntos.

Até mesmo sem a fundamental crise colocada pelos paradoxos da
teoria ingénua dos conjuntos, a axiomatizacgao, provavelmente, teria sido
desenvolvida para enfrentar, mais tarde, as controvérsias sobre a veraci-
dade ou a falsidade de certos principios, tais como 0 axioma da escolha
(enunciado abaixo).

Com isto, vemos que a teoria de conjuntos ¢ um campo natural onde
se pode tomar contato com o desenvolvimento axiomatico da Matemati-
ca e, ainda, que esta é uma teoria poderosa o bastante para o desenvolvi-
mento de todos os temas matematicos usualmente tratados. Devemos
deixar claro que ndo estamos preocupados com objetos tais como arvo-
res, cavalos, moléculas e outros do género, mas com entes matematicos
tais como nameros, figuras, fungbes, pontos de um certo espaco. Assim,
conjuntos ndo sdo objetos do mundo real, porém sdo criados em nossas
mentes e ndo em nossas maos. Aqui talvez resida um carater altamente
abstrato dos conjuntos e da Matematica o que 0s tornam nem sempre
muito evidentes e intuitivos.

Comentaremos, a seguir, a axiomatica de Zermelo-Fraenkel, possivel-
mente a mais usual. Este sistema axiomatico se apresenta com duas no-
¢Oes primitivas, 0s conceitos de “conjunto” e “pertinéncia”. Em cima des-
tes conceitos sdo definidos todos os outros e sdo construidos os conjun-
tos numeéricos dos naturais, inteiros, racionais e reais e todos os demais
conceitos matematicos com os quais 0 matematico moderno trabalha.
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N&o vamos fazer um tratado de teoria dos conjuntos, mas apenas in-
troduzir os axiomas com algumas observacdes. Os livros (Enderton,
1977), (Hrbacek, Jech, 1984) e (Halmos, 1970) séo bons textos introdu-
torios sobre o tema. A teoria dos conjuntos pode ser edificada como um
sistema formal sobre uma Idgica de primeira ordem, tendo como Unico
simbolo néo l6gico &, para a relagcdo de pertinéncia. Mas, aqui nao va-
mos especificar muito a sua estrutura sintatica subjacente. Vamos nos
restringir ao sistema axiomatico.

Para cada um dos axiomas, vamos apresentar o seu significado
intuitivo e, a seguir, damos a sua formalizacdo. Apesar da pouca intui¢do
presente nas expressdes formais, ndo precisamos nos assustar com isto,
deixemos estas complicagOes para os conjuntistas:

Axioma da extensionalidade: se dois conjuntos tém exatamente 0s
mesmos elementos, entdo sdo iguais.

[(THTrYHTR(X E WX E V) >N = W)

Axioma do conjunto vazio: existe um conjunto que ndo tem ele-
mentos. O conjunto vazio é denotado por A.

(v TR)x & v)

Axioma esquema da compreensao: Seja P(x) uma propriedade de
X. Para qualquer conjunto y existe u tal que x pertence a u se, e somente
se, X pertence a y e vale P(x).

(YyNIu)TxHx € > x € ¥y ~ P(x)

Este é um axioma esquema porque cada propriedade P(x) deter-
mina um conjunto. E uma forma de contemplar algo do principio da abs-
tracdo sem ser tdo liberal quanto na abordagem intuitiva. Aqui x deve sa-
tisfazer uma propriedade mas também estar em algum conjunto que ja
tenha sido construido.

Axioma da unido: para qualquer conjunto u, existe um conjunto v
cujos elementos sdo exatamente os elementos dos membros de u.

THNK e v 'Ij,' E NHX = ¥))

Axioma do conjunto das partes: para qualquer conjunto u, existe
um conjunto cujos membros sdo exatamente o0s subconjuntos de u. O
conjunto X é um subconjunto de u ou % W osee (VENE © x -+ 2 © K}

(FuIyvxix € y 2 X S N).

Axioma da infinidade: existe um conjunto indutivo. Se a é um con-
junto o seu sucessor é definido por at = ar{a}.

’ ':.-H;':": £y A (Ya e :'.'H” - }]]



Axioma esquema da substituicdo: Seja P(X, y) uma propriedade tal
gue para todo x existe um Unico y para os quais vale P(x, y). Para qual-
guer conjunto v, existe u tal que para todo x € v existe y € u tal que vale

P(X, y).

Estes axiomas constituem o que usualmente denominamos de siste-
ma de Zermelo-Fraenkel. Um outro axioma importante na construcéo
dos conjuntos numéricos € o axioma da escolha que indicamos a seguir.

Axioma da escolha: para todo conjunto | e toda funcdo H com do-
minio em I, se H(i) # O, para todo i € I, entdo Mg H(i) # O.

O conjunto IMjg; H(i) € o produto cartesiano dos conjuntos H(i). Se |
é finito, ndo é necessario o axioma da escolha, mas para | infinito o axio-
ma é essencial. O axioma da escolha tem muitas formas equivalentes,
normalmente tratadas nos textos de teoria dos conjuntos.

Também, este sistema de axiomas ndo é independente, pois, por
exemplo, 0 axioma do conjunto vazio pode ser derivado a partir dos de-
mais. Este é mantido no sistema devido a um carater sequencial da teo-
ria, pois onde é utilizado ainda ndo foram introduzidos os outros axio-
mas dos quais ele deriva.

A experiéncia tem mostrado que todos os teoremas cujas demonstra-
cOes sdo aceitas pela comunidade matemaética podem, pelo menos em
principio, serem feitas a partir de ZFC, Zermelo-Fraenkel com o axioma
da escolha (choice axiom). Mas, podem todos 0s teoremas matematicos
verdadeiros, incluindo aqueles que ainda ndo tenham sido demonstrados,
ser obtidos em ZFC? Certamente ndo! A partir dos teoremas de incom-
pletude de Gddel, sabemos que isto ndo ocorre. Mas, mesmo conectados
com a teoria de conjuntos sdo conhecidos resultados que séo indepen-
dentes de ZFC como a hip6tese do continuo 20 = 01, que afirma que
a cardinalidade do conjunto das partes de um conjunto infinito enumera-
vel é ndo enumeravel. De uma forma mais intuitiva, o conjunto das par-
tes de um conjunto equipotente a N (Naturais) é equipotente a R (Reais)?

Para o0 desenvolvimento de topicos matematicos um pouco mais
avangados e especificos, podemos necessitar ainda de outros axiomas da
teoria de conjuntos. O axioma da construtibilidade: “todo conjunto deve
ser construido” tem este carater. Contudo, a aceitagdo ou ndo de novos
axiomas é sempre um tanto polémica. Um novo axioma deveria respei-
tar pelo menos os seguintes dois principios: (i) deve ser intuitivamente
razoavel que os conjuntos, com o entendimento que temos deles, tenham
a propriedade postulada pelo axioma. (ii) 0 axioma deve ter conseqiién-
cias importantes tanto para a teoria dos conjuntos como para outras areas
da Matematica. Por serem, em geral, sentencas independentes, as pro-
postas interessantes para novos axiomas, freqliientemente, produzem di-
vergéncias sobre a aceitacdo do axioma ou sua negacdao. Isto ocorre, por
exemplo, com a hip6tese do continuo que sabemos ser independente de
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ZFC. A aceitacdo da hipotese do continuo gera uma teoria de conjuntos
cantoriana, por estar em acordo com as concepgdes de Cantor, enquanto
que, se considerada a negacao da hipdtese do continuo, temos uma teo-
ria de conjuntos ndo cantoriana.

CONSIDERACOES FINAIS

Nestas consideracdes finais, gostariamos de refletir sobre o papel
deste fazer matematico. Entender este processo de criacdo matematica
ndo parece ter sido um passo fécil e evidente, tanto que tratamos com te-
mas matematicos desde a Antiguidade, mas apenas nos dois ultimos sé-
culos conseguimos dar respostas mais significativas para as questfes dos
fundamentos da Matematica. Também vimos que a abordagem mais
aceita para tal fundamentacéo, a teoria dos conjuntos, ndo é um topico
completamente elementar, mas pelo contrério, traz junto a si uma enor-
me complexidade abstrata.

No inicio do século XX, a medida que as abordagens fundamentacio-
nais da Matematica foram se solidificando, houve uma acentuada interfe-
réncia sobre o ensino da Matematica. A medida que se foi entendendo que
a Matematica podia ser arquitetada na teoria dos conjuntos, foi-se, tam-
bém, considerando que, para ensinar Matematica, bastaria ensinar con-
juntos. Isto gerou e tem gerado uma série de controvérsias entre matema-
ticos que geram e ensinam Matematica sobre o que passou a ser denomi-
nado Matematica moderna. Entendemos que parte destes problemas se
originam no equivoco de achar que, ao se tratar com 0s conjuntos, esta-
se contribuindo significativamente para as questdes de ensino-aprendiza-
gem da Matematica. Historicamente, ndo foi assim que o homem apreen-
deu Matematica e ndo parece ser esta a melhor maneira de comunica-la
as novas geragoes.

Os pesquisadores dos fundamentos da Matematica estdo interessados
em entendé-la: o que é esta ciéncia, como se organiza, quais Sdo 0s seus
limites, o que dizer sobre sua consisténcia, saber se todos os seus proble-
mas sao sollveis, quais sdo 0s seus métodos. Se nos concentramos Nos
objetivos da fundamentacdo, certamente, encontramos um valor e uma
beleza impar nos seus resultados. Neste caminho, buscamos entender o
trabalho matematico, mas ao mesmo tempo novos problemas séo criados
e novos procedimentos de abordagem matematica sdo introduzidos. Po-
demos e devemos, nesta ética, entender trabalhos como o do grupo
Bourbaki, que trouxe para si a tarefa de mostrar que a Matematica con-
temporanea pode ser edificada a partir da teoria dos conjuntos e, portan-
to, esta € uma fundamentacdo aceitavel para a Matematica. Contudo, o
fazer matematico é muito dindmico e, a cada momento, novas questdes
estdo sendo coladas e outras respondidas.



ABSTRACT

This article aims at analysing the mathematical work. After showing a
study of the development of geometry and its contributions to the foun-
dations of mathematics, it presents the mathematics as an axiomatic sys-
tem given by set theory.
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