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Os nuimeros naturais

Em 1908 Ernst Zermelo (Alemanha / 1871 — 1953) propds usar a

sequéncia

como sendo os nimeros naturais.
Em seguida, John Von Neumann (Hungria / 1903 — 1957) propds
uma alternativa que tem sido o padrao.



Os nuimeros naturais

Cada ndmero natural é o conjunto de todos os nimeros naturais
menores do que ele.




Os nuimeros naturais

Cada ndmero natural é o conjunto de todos os nimeros naturais
menores do que ele

0:=0,

1:= {0} = {0},

2:={0,1} = {0, {0}},

3:=1{0.1,2} = {0,{0}.{0.{0}}}.

4:=10,1,2,3} = {0, {0}, {0, {0}},{0, {0}, {0, {0} } }},



Os nuimeros naturais

Definicao

Para um conjunto a, seu sucessor, denotado por a™, é definido por

a® =auU/{a}
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Os nuimeros naturais

Definicao

Para um conjunto a, seu sucessor, denotado por a™, é definido por

a® =auU/{a}

Definicao

Um conjunto A é indutivo quando () € A e é fechado para a
operacio sucessor, isto é, se a € A entdo at € A.
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Os nuimeros naturais

No conjunto dos nimeros naturais definido anteriormente temos:

0 =0U{0} =0U {0} ={0} =1,
17 =10{1} = {0} U {{0}} = {{0},{0}} = {0,{0}} = 2,
20 =20 {2} = {0,{0}} U{{0,{0}}} = {0, {0}, {0, {0}}} = 3,

Para todo conjunto a, att = (a™)T, a™™ = (a™)" e assim por
diante.
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Os nuimeros naturais

Teorema 1

Existe um conjunto cujos elementos sao exatamente os nlimeros
naturais.

Pelo Axioma do Infinito [Ja (0 € a AVz (z € a — at € a))] existe
um conjunto indutivo A e pelo Axioma Esquema da Compreensdo
[Vy Ja (z € a <» x € y A P(z)), onde P(x) significa que x satisfaz
a propriedade P] existe um conjunto w tal que para todo z,

r€w<»x € AN (x pertence a todos os outros conjuntos
indutivos)

Portanto,

T € w 4> x pertence a todo conjunto indutivo.



Cada nidmero natural é um conjunto que pertence a todo conjunto
indutivo (ou z € N < x pertence a todo conjunto indutivo)

Teorema 2

O conjunto N é indutivo e é um subconjunto de todos os outros
conjuntos indutivos.




Cada nidmero natural é um conjunto que pertence a todo conjunto
indutivo (ou z € N < x pertence a todo conjunto indutivo)

Teorema 2
O conjunto N é indutivo e é um subconjunto de todos os outros
conjuntos indutivos.

Demonstracdo: O conjunto @ pertence a N, pois () pertence a todo
conjunto indutivo. Além disso, se a € N, por definicio, a pertence
a todo conjunto indutivo, logo a™ pertence a todo conjunto
indutivo, ou seja, a™ € N. Portanto, N é indutivo e por definicio
N estd contido em todos os outros conjuntos indutivos.
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Teorema 3

Todo nimero natural, com excessdo do zero é sucessor de algum
nimero natural.

Demonstracio:

Vimos que 1 =07, 2=17,3 =27, 4 = 3" e assim por diante.
Mas, a afirmac3o: Jp € N tal que 0 = p™ é falsa, uma vez que ni3o
existe p cujo sucessor seja o conjunto ().
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Os nuimeros naturais

Principio da Inducao

Todo subconjunto indutivo de N coincide com N.
(Se BCN, 0¢€ Beseac B implicar que a™ € B, entdo B = N)

Demonstrac3o:
Se B é um subconjunto indutivo de N, entdo B C N, e pelo
Teorema 2 temos que N C B, portanto B = N.
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Observacao

Para se demonstrar que uma propriedade referente a N vale para
todos eles, aplicamos o Principio da Inducdo. Para provar que
Vn € N vale a propriedade Q(n) verifica-se:

(1) Q(0) é valida;

(ii) Se vale Q(n), para n € N, ent3o vale Q(n™).

Para todo n € N, 9™ — 1 é divisivel por 8.

(1) Q(0) é valida, uma vez que 9° — 1 =0 e 0 é divisivel por 8.

(77) Suponhamos que Q(n) é vélida, isto é, 9" — 1 é divisivel por 8,

logo, existe k € Z tal que 9" — 1 = 8k.

(i74) Mostremos agora que Q(n™) é vélida.

9t 1 =9rtl 1 =970 - 1=9"0 -9+ 8=9(9" —1)+8=

= 9(8k) + 8 = 8(9k + 1). Portanto, Q(n™) é vilida.
-
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Os nuimeros naturais

A N PR W E AT DU P <n+1, Vn>1.
1 2 3 n

(i) Q(1) é vélida, uma vez que (1+1) =1+1.
(77) Suponhamos que Q(n) é vilida, isto é,

1+1 1+1 1+1 1+l <n+1 (%
1 2 3 n) ="
(i71) Mostremos agora que Q(n™) é vilida.

(+5) () (+0) () S o (1 55)
14— 1+=-)--- (14— 1+ — | <n+l1(1+ =
1 2 n n—+1 n—+1

=(n+1)+1L
-
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Os nuimeros naturais

Se A = ( ; i > entdo A" = 5" ' A, para todo n > 1.

(i) Q(1) é valida, uma vez que Al = A =51"14.

(44) Suponhamos que Q(n) é valida, isto &, A™ = 5"~ 1A,
(i74) Mostremos agora que Q(n™) é vélida.

AT = AL — AP A = (57 TA)A = 571 (AA) =

— gn—1 ( 150 ;8 ) _ 5n15< ; i ) — pnt+l)—-1 4

Portanto, Q(n™) é valida.
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Postulados de Peano

Em 1889, Giuseppe Peano (Italia / 1858 — 1932) publicou um
trabalho em que os nimeros naturais sdo apresentados através de
um pequeno nimero de axiomas conhecidos como Postulados de
Peano.



Postulados de Peano

Definicao

Seja s uma fun¢do e A C Dom(s). O conjunto A é fechado
segundo s (ou para s) quando = € A implicar s(z) € A.

(A fechado = s(A) C A)
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Postulados de Peano

Definicao
Seja s uma fun¢do e A C Dom(s). O conjunto A é fechado

segundo s (ou para s) quando x € A implicar s(z) € A.
(A fechado = s(A) C A)

Definicao

Um sistema de Peano é uma terna (NN, s,c), em que N é um

conjunto, s é uma funcdo s: N — N e ¢ é um elemento de N tal

que:

(1) ¢ ¢ Im(s);

(7i) s é injetiva;

(73i) Qualquer subconjunto A de N que contém c e é fechado
segundo s coincide com o conjunto N.

A condig3do (7ii) é conhecida como Postulado da indugdo de Peano.



Definicao

Um conjunto A é transitivo quando todo elemento de um elemento
de A é também elemento de A, isto &,

r€a NacA=zxc A

O conjunto ) é transitivo.

Demonstrac3o:
Para provarmos tal afirmagdo, devemos ter

z€a Nac€l=xcl

Como a sentenca acima n3o pode ser verificada, podemos afirmar
que o conjunto () n3o contraria a definicio de ser transitivo.
Portanto, () é transitivo.



OO0 & QOO0

Postulado de Peano

Exercicio resolvido

(i) Se A é um conjunto transitivo, entdo UA C A.
(17) SeUAC Aeac A, entdoa C A.

(73i) Se a € A implicar que a C A entdo A C P(A).

Solucgdo:

R "

(i)Sez € UA=> (Bbec A)(zeb)=zeb A beA=B e A
Portanto, UA C A.

i
(ii)SeaneaeA:IEUA:”ixeA.
Portanto, a C A.

(i) Sex € AR 4 C A= 2 P(A).
Portanto, A C P(A)



