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Construcao do reticulado hexagonal via método de Kruskemper
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Resumo. O objetivo deste trabalho é a construgdo do reticulado hexagonal via ideais reticulados
em alguma algebra Z[X]/(f(X)), em que f(X) é um polinémio moénico e irredutivel. A cons-
trugao é baseada no Método de Kriiskemper [2], [4]. Os reticulados construidos, via este método,
possuem diversidade méxima, representando assim constelacoes eficientes para transmissao sobre
os canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e através da distancia produto minima, um re-
levante parametro de performance, obtemos constelagoes mais eficientes do que as construidas
anteriormente.

1 Resultados

Seja M um Z-mébdulo livre finitamente gerado de posto n e b : M x M — 7Z uma forma
bilinear simétrica. Seja f(X) € Z[X] um polinémio moénico irredutivel de grau n e 6 uma
raiz de f. Entdo Z[X]/(f(X)) = Z[f] com base {1,6,---,6" '}. Se A é um ideal de Z[f],
definimos A% = {c € Q(0) | Tr(cA) C Z}. Seja B € M,,(Z) uma matriz simétrica nio singular
e A € M, (Z) tal que seu polindmio caracteristico y 4 é irredutivel e BT'AB = AT entdo B é
a matriz de um ideal reticulado [2]. Seja (M, b) um reticulado integral, entdo existe um inteiro
algébrico 6, um ideal A de Z[f] e a € (A%)# C Q() tal que b é isomorfo a ¢ : A x A — Z dado
por ¢(x,y) = Trg)o(ary). Além disso, § pode ser considerado totalmente real [4].

1.1 Reticulado hexagonal

Uma matriz geradora para o reticulado Ay (hexagonal) é dada por M = {(—1,1,0),
(0,—1,1)}, em que a Matriz de Gram associada é B = {(2,—1), (—1,2)}. Consideramos o Corpo
de Niimeros K dado por X2—3. A matriz A = {(—1,1),(2,1)} satisfaz X4(X) = X?—3, onde X
é irredutivel sobre Q, e B~TYAB = AT. Agora, computamos as matrizes V e G do seguinte modo:
vg = {v1,v2}, onde v; = (—1)"A;;(A — 01,,), seja i = 1, temos vy = {(1 — 0, —2)}. Seja V =
{(v11,v12), (vo1,v22)} e {(1,0)}V = {(v1,v2)}, entdo V = {(1,—2),(—1,0)} e consequentemente
(V=1 = {(%,O),(O,é). Agora, temos G = (TTQ(Q)/Q(9"*107'*1))120-:1 = {(2,0),(0,6)}, uma
vez que 0 é uma raiz de X4, o conjunto das raizes de X4 é {—\/g, \/g}, isto significa que os
homomorfismos reais de 0 sdo 01(8) = —v/3 e 02(f) = v/3. Temos também que dg = det(G) =
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12. Seja vy = {(vy,v5)}, em que v; = E mi 0t vy = g mif ! e
i=1 i=1

(mij)i o =G (V) = {(0, —i) , <—é, —112> } :

Portanto, vy = {(vy,vy)} = {(-=36,—1 —L6)}. O elemento o ¢ dado por avy = Buy, i.e.,
of(1-0,-2)} = {(2,-1),(-1,2)}{(—%0,—1 — 156)}. Usando, por exemplo, a tltima linha,

computamos o = %. Entao, a matriz geradora do reticulado é dada por

M= < Vaioi(vy) /oeoa(vi) > _ ( 1*—2‘/3 1_27\/3 )
\/07101(’1)2) \/07202(’1)2) —1 -1

Assim, temos det(by) = det(B) = 3, [O : Z[f]] = 1 and h(K) = 1. Como a norma minima
de A5 é u = 2, segue que o reticulado construido sobre o anel OK tera distancia produto minima
relativa dada por

1/2 1/2
(1 det(by) min{A} (L /2) -
dpret(A2) = <(\/ﬁ)2 dg (O : Z[H]]) - ((\/5)2 12) 0.5
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