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Construção do reticulado hexagonal via método de Krüskemper
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Resumo. O objetivo deste trabalho é a construção do reticulado hexagonal via ideais reticulados
em alguma algebra Z[X]/(f(X)), em que f(X) é um polinômio mônico e irredut́ıvel. A cons-
trução é baseada no Método de Krüskemper [2], [4]. Os reticulados constrúıdos, via este método,
possuem diversidade máxima, representando assim constelações eficientes para transmissão sobre
os canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e através da distância produto mı́nima, um re-
levante parâmetro de performance, obtemos constelações mais eficientes do que as constrúıdas
anteriormente.

1 Resultados

Seja M um Z-módulo livre finitamente gerado de posto n e b : M ×M → Z uma forma
bilinear simétrica. Seja f(X) ∈ Z[X] um polinômio mônico irredut́ıvel de grau n e θ uma
ráız de f . Então Z[X]/(f(X)) = Z[θ] com base {1, θ, · · · , θn−1}. Se A é um ideal de Z[θ],
definimos A# = {c ∈ Q(θ) | Tr(cA) ⊆ Z}. Seja B ∈Mn(Z) uma matriz simétrica não singular
e A ∈ Mn(Z) tal que seu polinômio caracteŕıstico χA é irredut́ıvel e B−1AB = AT , então B é
a matriz de um ideal reticulado [2]. Seja (M, b) um reticulado integral, então existe um inteiro
algébrico θ, um ideal A de Z[θ] e α ∈ (A2)# ⊆ Q(θ) tal que b é isomorfo a ϕ : A×A → Z dado
por ϕ(x, y) = TrQ(θ)/Q(αxy). Além disso, θ pode ser considerado totalmente real [4].

1.1 Reticulado hexagonal

Uma matriz geradora para o reticulado A2 (hexagonal) é dada por M = {(−1, 1, 0),
(0,−1, 1)}, em que a Matriz de Gram associada é B = {(2,−1), (−1, 2)}. Consideramos o Corpo
de Números K dado por X2−3. A matriz A = {(−1, 1), (2, 1)} satisfaz XA(X) = X2−3, onde XA
é irredut́ıvel sobre Q, e B−1AB = AT . Agora, computamos as matrizes V e G do seguinte modo:
vθ = {v1, v2}, onde vj = (−1)i+j∆ij(A − θIn), seja i = 1, temos vθ = {(1 − θ,−2)}. Seja V =
{(v11, v12), (v21, v22)} e {(1, θ)}V = {(v1, v2)}, então V = {(1,−2), (−1, 0)} e consequentemente
(V T )−1 = {(12 , 0), (0, 16). Agora, temos G = (TrQ(θ)/Q(θi−1θj−1))2i,j=1 = {(2, 0), (0, 6)}, uma

vez que θ é uma raiz de XA, o conjunto das raizes de XA é
{
−
√

3,
√

3
}

, isto significa que os

homomorfismos reais de θ são σ1(θ) = −
√

3 e σ2(θ) =
√

3. Temos também que dK = det(G) =
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12. Seja v
′
θ = {(v′

1, v
′
2)}, em que v

′
1 =

2∑
i=1

mi1θ
i−1, v

′
2 =

2∑
i=1

mi2θ
i−1 e

(mij)
2
i,j=1 = G−1(V T )−1 =

{(
0,−1

4

)
,

(
−1

6
,− 1

12

)}
.

Portanto, v
′
θ = {(v′

1, v
′
2)} =

{(
−1

6θ,−
1
4 −

1
12θ
)}

. O elemento α é dado por αvθ = Bv
′
θ, i.e.,

α{(1 − θ,−2)} = {(2,−1), (−1, 2)}{(−1
6θ,−

1
4 −

1
12θ)}. Usando, por exemplo, a última linha,

computamos α = 1
4 . Então, a matriz geradora do reticulado é dada por

M =

( √
α1σ1(v1)

√
α2σ2(v1)√

α1σ1(v2)
√
α2σ2(v2)

)
=

(
1+
√
3

2
1−
√
3

2
−1 −1

)
.

Assim, temos det(bα) = det(B) = 3, [OK : Z[θ]] = 1 and h(K) = 1. Como a norma mı́nima
de A2 é µ = 2, segue que o reticulado constrúıdo sobre o anel OK terá distância produto mı́nima
relativa dada por

√
dp,rel(A2) =

(
1

(
√
µ)2

√
det(bα)

dK
min{A}

[OK : Z[θ]]

)1/2

=

(
1

(
√

2)2

√
3

12

)1/2

= 0.5
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