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SERIES INFINITAS

Conjunto de Problemas 1

Nos problemas 1 a4, calcule os primeiros seis termos de cada seqliéncia. Calcule
também o 100.°.

n? {(=1r+) n_|
Wi & T IE 3 sl

Nos problemas 5 a 8, encontre a expressiao do termo geral (n-ésimo termo) de cada
sequéncia,

3 N 7 1
S Uzil=3,5. 6 10, 1,00 1.0 .. T cvmsmrmazsees
RN G .

) | & 3 - " e . s >
Nos problemas 9a 26, determine se cada seqliéncia converge ou diverge. Se convergir,

calcule seu limite.

o {0} 10 ‘?Fﬁl

2 [ Bl

4 Z—Tﬁ"“"{;} " {;:—}

18 {1+ @r - @r) w{%%%%}

21 {fﬁ} 2 {in (¢ +2) - n)
24 (n') u[b+:n

Nos problemas 27 a 38, diga se cada seqiéncia ¢ crescente, decrescente ou
ndo-mondtona e também se € limitada superiormente ou inferiormente. Indique se a
seqiéncia € convergente ou divergente,

2n + 1
:Jn 3 28 {sennm}
LT — 1y
”|1+r} 3 (-1
33 {%—l’;"] M (Sn+a—n+3)
n_"l j§en(nn/4)'
i {n!l . e | i

39 Déumexemplo para mostrar que a soma {a, + by} de duas seqiiéncias ndo-limitadas
{as} ¢ {b} pode ser uma seqiiéncia limitada.
40 (a) Calcule os primeiros seis termos da seqiéncia

(n+ (n — 1)(n — 2)(n = 3)(n = 4)(n — S)ln — 6)}

(b) Qual é o sétimo termo da sequéncia na parte (a)?
() O que vocé pode concluir sobre a determinagio do termo geral da seqiéncia
através de um exame de uns primeiros poucos termos?
41 Conclua sobre a convergéncia ou divergéncia da seqiéncia {a"} nos scguintes
casos:
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CALCULO

Conjunto de Problemas 2

Nos problemas | a 6, calcule os primeiros cinco termos de cada série, e entdo
calcule os cinco primeiros termos da seqiiéncia {s,} de suas somas parciais. Encontre
uma férmula *simples'* para n-ésima soma parcial s, em fungdo de n, determine se a
série converge ou diverge e, se convergir, encontre sua soma § = lim s,.

PN
v - N 2 £
y U o ¢ 3 Shik+1
2k = 1)(2% 4+ 1) P l ! 2% + j‘) = ( )
’ 1 Y o

¢ Lo ). el 6 3
i>_'. k? = 2k woy K*(k + 1)* = s

Nos problemas 7 a 12, encontre a série infinita com a seqiiéncia de somas parciais
dada, determine se a série converge ou diverge e, se convergir, encontre sua soma.

[ n | | 2n | | 2n* |
T i3} e 8 s ) = y {g] = {m—e}
{8l ln+ 1) tns ln + 5| L 13n + 5|

1 ) I/ 1 fe ) J 1 i
10 {s,} = {n} 1 {s,)={1- (-1} 12 (s} = '2 = - |'

Nos problemas 13 a 21, encontre o termo inicial a ¢ a razdo r de cada série
geométrica, determine se a séric converge e, se CONvergir, encontre sua soma.

2 4 8 : gLkt
B ld=t+—t=+" 7 ,,
7 49 343 R;l 10)
= (n S 25 125 5
5 Y (—) 1K b ._‘_+&_“.
=1 \6 R 64 512 4096
7 1-14+1-1+1=1+1=1+"- 18 Z‘,c'"‘
k=1
x 3&—1
19 k};-;.; 20 0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 4.
21 XS"
k=
2 Asériel =1+ 1l =14+1=1+ ...+(=1)""+ .,.¢égeométrica com razior =
—1;dai, diverge, Assim,ocdlculol =1+ 1—=14+1—=1+ ... +(=1)""'+ ... =(l
“N+{(1=1)+(1=1+ ... =0+0+0+ ... =0devcestarerrado. O que hade

errado nesse cilculo?
Nos problemas 23 a 26, expresse cada dizima periddica como razdo de nimeros
inteiros pelo uso de séries geométricas apropriadas,

23 0,33333... 24 |,11111... 25 4,717171... 26 15,712712712...

n »
27 E verdade que  lim ¥ a, = ¥ a7 Explique.
A Am L k=1

: ( 1 | 1 1}

28 Encontre "l.n‘n’ e e S Tzi)

29 No jogo de dados, a probabilidade de que o langador venga (isto €, consiga 7 ou 11
na primeira jogada ou consiga um nimero diferente de 2, 3 ou 12, entdo, numa
jogada sucessiva, consiga esse nimero antes conseguindo um 7) € dada pela dizima
periddica 0,4929292929 .. Expresse essa probabilidade como a razdo de dois
mimeros inteiros.

30 Um recipiente contém originalmente 10 gramas de sal dissolvidos em 1000 centime-
tros clibicos de dgua. O seguinte procedimento € feito repetidamente: 250 centime-
tros clibicos de dgua salgada sao derramados, substituidos por 250 centimetros
clibicos de dgua pura. ¢ a solugio é inteiramente agitada.

(a) Depois de se repetir esse procedimento nn vezes, quantos gramas de sal foram
removidos do recipiente?




SERIES INFINITAS 6

rem
Py S i o k-1
série converge se a seqliéncia {s,] das somas parciais s, = Z me
k=1 R
. k-1
limitada. Observe que . < 1, assim
k=1 k=113 (1}
com 7= () <l3)
Portanto,
A k-l & In II—GV $ &
=i E<il3) - < Teg=t
PO - = 1-4 2 1-4
ual P i - 1
logo {s,} € limitada superiormente por M = | ¢ Z + converge.
nte- ~ 2
Conjunto de Problemas 3
Nos problemas 1 a 8, mostre que cada séric diverge mostrando que o termo geral
ndo tem limite zero.
= k w 5’\' = 3k2 o+ Sk
1 2 In {— 3 —
,,Z,S k 4+ 7 z 12k + § vy Tk 4+ 13k + 2
o nk - JE TN
4 5 sen — 6
da ’e ,3e +1 ,‘g. 4 k=1 cos k
1a - 1 = k!
7 k sen 8
hgl k Zl 2"
Nos problemas 9 a 14, use as propriedades lincares das séries para calcular a soma
de cada uma,
0
1 k=1 / l k+1 x l 3 k=1
9 () 10 () -|-3 1 _____(_)
; Agl [ 3 ] z 3 k§1 kik + 1) 4
5-
< “' el B0 50 1 d 1. 3
s 13 ————) 14 en—+27% —sen——
e ; [ ( ) ‘ ‘):1 6 Th+1 k;l Stnk cnk+1'
59 . i 2 e g
15 O fatode lim - = (0 garante a convergéncia da séric ¥ —?7
netw M =1 k
¢ c
16 Sabendo que Z —‘ converge para cada valor da constante ¢, calcule lim — |
kwy K2 = dm M2
iﬂ 17 Sabendo quel —§ + 4 —4 +4 ~ 4+ - =In 2, calcule a soma da série
a
% ' G ) e e e WP
18 Faga a critica do seguinte cilculo: seja Z (bg = by 4 )uma série de encaixe con-
k=1
vergente. Entio
Z by —bysy) = Z”ﬁ iy z byosy
A=1 k=| k=1
a

=(h1 + hz +b3 +)~ U’z +h3 + )=b1'7
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19 Mostre que a séric ¥ :

e 1
— — |n —— | diverge.
A=1 ‘({k + l) k+1

Nos problemas 20 a 23, reescreva cada série mudando o indice do somatorio de k
para j como indicado,

x > l
20 Zur“";j———k—l 21 z

oo ARy s L
& L kk-1"

2 Yaij=k-M+l1 B Yagi=k+M-1
k=M k=1

24 Suponha gue 2 (bx — br.y) € uma séne de encaixe convergente. Pelo Teorema §,
Lad}

o M ©

Z (by — byvr) = Z. (b = busy) +u-\§1:- (b — bis )i

k=1 k=1 1

Isto é

by— lim by=by —bysr+ ¥ (e—byrhou Y (b= byay)=bysy— lim b,
kwM+1 kmM+1

n=+o L

Verifique a Gltima equagio diretamente sem usar o Teorema 5.

- ok 1 1
25 Use o fato d = | ¢ o fato d - gl
se o fato de ‘gl W+ 1) e o fato e‘gl W+ 1) Ml P

"Ry AP
encontrar a soma dae O ——
w=its s k(k + 1)

26 (a) Use o Teorema S para mostrar guese duas séries concordam, termo a termo,
exceto possivelmente pelos primeiros M termos, entao ou ambas convergem ou
ambas divergem. : AF

(b) Mostre quemudar, atrasar 0U SOMar UM NI 1ermo nao afeta n convergéncia
ou divergéncia de uma série,

27 Sabend € i t d"l+l+l-¢—1
endo que € = e @NCONLRE & SOMa da séne — o e —

o= (k= 1)1 2t 3t 4l
®
28 Se 2 a, é uma série convergente cujos termos sio todos ndo-negalivos, mostre
Lo
o -
que 2 ag = 2 ay se verifica para todo inteiro positivo M.{Sugestdo: Use 0 Leo-
L) k=t

rema 3 da segao 1.)

Nos problemas 29 a 34, todas as séries tém termos nao-negativos. Em cada caso,
estabeleca a convergéncia da série provando diretamente que a seqiéncia das somas
parciais ¢ limitada supcriormente,

@ k o (k—=1)In3
BN o SO 30 B e el
Agl (k+1)-3* igl C
w 4 hk - k
3 — 32 -
.Zlok’ +1 AEO L
33 i l Sugestao: —l— s—l— para k = 2 k”} i :
SR e G y = k!

35 Complete a prova do Teorema 3 mostrando que se Z ay e 2 by sdo convergen-
k=1 kel

-
tes. entio também é " (ax — by €
A=t
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EXEMPLOS

SERIES INFINITAS 64

Determine se a série dada converge ou diverge usando o teste adaptado d;
comparagio no limite,

>~ Ink

2

SoLucAo

il

Usemos a série p convergente Y A_‘ para o teste adaptado da comparagio ne

limite. Sea, € o n-ésimo termo da série dada e b, € 0 n-ésimo termo da série

38

¥ PER entio
k=1
. a, . (In n)fn? ; Inn ¥ In x
lim —= lim y—= lim —= lim —
=+ Vp nes = ’-"” N= > x N X

: 1/ |
= lim i g im — =),
X

X+ xX=+

ondeusamos o Teorema | da Secio 1.1 e¢a regra de L'Hdpital para calcular o
limite. Pela parte (i) do Teorema 5, a série dada converge.

. 1

2 il
Azx 2k + 1

SoLucaAo

x
Usemos a série harménica divergente Z i parao teste adaptado da razio
E = k=1
no limite, Sea, é o n-ésimo termo da série dadaeb, e on-ésimo termo da série

- | 2
Y —entio
k=1 k
e d: - 1/ 2n + 1 A n
Iim —=.lim ~YX— = |im —
nes 4o Yy ne+ @ I/n n-+:i,/2!!+l

It

) n g / 1
Im —= lim III.— — ).
in \/ﬁ - ogrg 11y \/'T\. 2+ (1) + o0

n=+ n—+ % y

Pela parte (ii) do Teorema 5. a séric dada diverge.

Conjunto de Problemas 4

Nos problemas | a 16, use o teste da integral para determinar se cada série

converge ou diverge.

il - 1 % 3! . 1
1 —_— 2 —_ 3 _ 4 Y ——
céx k\y AZI k* +4 1§1 K+ 16 Pl B \/l\_
z 100042 : L Ink -l
s Y |— 6 ¥ e" —_— 8 5y —
R ’ = 4 .; k : & Kn k
g o “ | ! - |
9 Y je! 10 Y cott 1 ey Sl T . % Bk
ey 0 ..‘_".Lm s " Az;_. kJSink ‘S knk In (In k)
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x et !

. tan m
13 e
maz 1+ m

CALCULO

2 x

4y - 15 Y

He &Rk )BT

6 ¥

Nos problemas 17 a 30, use o teste da comparagéo direta ou com uma série p ou
com uma séric geométrica para determinar se cada série converge ou diverge.

2

] k.
7 T e
. E, kY 4 3k o+ 1

- Jj+1
21 o
ali+2)-7
x ;2
- f
25 -
=1 f.'5 + 4j 4 3
K|. A 1_
o Z’ k!

»

X k

YT, PO
" kP + 2k +T wid
.3 5r
22 —_— 23
r>:"1 \er + 3
~oInk
26 3 - 27
K=2
& 8
30 —_—
,E, 3" 4 n?

- 1
RV

~ 8
24
Agl k41
2 \/;
'Z] q+ 2 »

Nos problemas 31 a 40, use o teste da comparagio no limite com uma série p ou
com uma séric geométrica para determinar se cada série converge ou diverge.

g e TN
k=1

Ykt 4§
14
T -
=1 f+¥
= 1
» —_—
=1 ¥ —cosj
= Ink
9 -
PEaT

2 ¥ e 3

sy — 36

IR v

Sk*
L (k4 D)k + 2)(k + 3)(k + 4)

z

© | ”

i“—:‘I A2+ 5

41 Suponha que f é uma fungdo continua ¢ decrescente no intervalo [k — 1,k).
(a) Use o teorema do valor médio para integrais (Teorema 9 da Segdo 3 do Cap. 6)
para mostrar que existe um nimero ¢ com k — | s ¢ = k tal que

ok
[ fx)dx = f(c)

£ WE

(b) Explique por que f(k) = f(c) = f(k —~1).
o
() Conclua que f(k) < | f(x)dx < f(k—1).

42 Suponha que a fungdof € uma fungdo continua e decrescente no intervalo [1,n + 1]

onde n é um inteiro

positivo,

(a) Use a parte (c) do problema 41 para mostrar que 3 [(k) < ' f(x)dx.
K=2 ‘1

k1 a1
(b) Use a parte (c) do problema 41 para mostrar que |  f(x)dx< ¥ f(k - 1).
‘ . k=1

(c) Conclua que |
A |

I
Sx)dx < ¥ fR) < £(1) + | flx)dx
k=] *3

43 Suponha que a fungéo f é continua, decrescente e ndo-negativa no interva-

’_0 [1,) e que a integral impréprinf fx) dx converge. Pelo teste da integral
]

;_; k) converge. Usando a parte (¢) do problema 42, mostre que

‘f‘ f(x)dx < }‘: Sk) < (1) + p' wf(.t)d.\'.
LA |

k=i

w=a n(n + 1)(n + 2)

~ 5

. ,.;, (n + 1)3"

~ 1

i 4k + 6
)
(- e

Y%



652 CALCULO

SoLucao

i o (_ []ﬂ
A = ———_ Portanto,
Aqui g [ln (" l]]" ortanto

SRR o ROy B | Y 1
!u.h \/F“nl = '|1r.r| n Imm‘lT — Vl‘ln] E(T+T)=O<l'

assim a série dada converge absolutamente pelo teste da razio ¢, dai, con-
verge.

Conjunto de Problemas 5

Nos problemas 1 a 14, determine se a série dada converge ou diverge. Use o teste
de Leibniz para séries alternadas para estabelecer a convergéncia sempre que este se
aplicar.
o (__l)kOI = (~])‘., = (—IY‘HI( = —cos kn
1 g — 2 —_— 3 - - 4 _
.g. k? &1 (24)] .‘,\:. k42 E, k?
v (= 1% ‘ - Zies ¢ S (=P i
5 == |Sugestdo: Primeiro considere “E—,
kgl Ll 42-:1 k>4 7
2 (- e S O
6 — (Sugestao; P onsidere —————,
‘}_:] K — 10k 136 lgestao; Primeiro consider E =10k 3 38
o (=15 /% e i - (-1 k
7 k; ‘—}%3‘/_— Sugestao: Primeiro consnd::rc‘;: (TI:ZL_J
- x k+ 1 - 3k? = (-1}
8 In k cos kn 9 Sl A 10 e | A 11 ————
igl Agl ( r k+7 2-::( y4k1 + 1 k‘:O In (k + 2}
- In (k +1 - - k
12 Z (—1)“'5[;] 13 Z(—l)“’scnf 14 }_ (=1p*r
k=1 k\/’: k=1 k kw2 In k
Nos problemas 152 20, aproxime a soma de cada série encontrando a soma parcial
dos seus primeiros n termos paraovalorindicado de n. Também, dé um limite em valor
absoluto para o erro envolvido nessa aproximagio ¢ determine se a aproximagio é por
cima ou por baixo.
L A S P o 7 et RN
R R R RS B % S e
s (=1 - (-1} - sen(k + 4)n
18 —— =g 19 —n=213 20 —_—n=3
.; K1 A‘s.-:, k-5 *Z:l %1
Nos problemas 21 e 22, encontre a soma de cada série com um erro nio maiorque §
| X 107% em valor absoluto ¢ escreva sua resposta com trés casas decimais,
5 (=ape S (= 1Pk
21 —_ 22 VR e
,‘):", k-2 2—';1 (2k)!
Nos problemas 23 a 28, aplique o teste da razio para determinar se cada série
converge absolutamente ou diverge.
= (-1pris 2 (1P Ad 1) * s
23 — 24 25 -1 en
2w &Y E £ E
o (=1)2k — 1) o (—1)k* 1 = 1+ é
26 —_— 27 —_— 28 (=1p
hgl ¢ h§1 (1,02)* A;l 2

——
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Nos problemas 29 a 32, aplique o teste da raiz para determinar se cada série
converge ou diverge.

% . W % (=11 : e ' K
ST gl i el il 3 M 3
. AS‘:'. s l}t\- + 1.’ ”» Zz {In k) : ,‘_‘:l W g . A\_, (2k + 1/k)

Nos problemas 33 a 42, determine se cada série é divergente, condicionalmente
convergente ou absolutamente convergente. Use qualquer teste ou teorema que parega
mais apropriado para justificar sua resposta,

x (340 1 (_|]kvl . (__Ux-ll\:
3 <3 34 k[—] g e 36 T -7k
g E r 2‘, |5 i In(k+ 1) ‘f'l k* + 10
L A=1Y*"'inn - k! = (=1} X 246 (2k)
0n Y —— 38 I S 39 : 40 b SR !
= " E,( r[2k—l)! ,-2.‘. i*+1 .;Z. 47 (3k — 2)
¥, k* ”
o %+ ‘_v- !
k=1 Lt
43 Suponhaque a seqiénciay,. sy 8q Sy, . . . cOnverge para o limite § e que a sequéncia
S1 89 84 57, .. . COnverge para 0 mesmo limite §. Prove: A seqiiéncias,, 5. 8y, 84 S5
Sa, . .- CONverge para o limite §.

“ (a) Sc |“-~1| < |ay| r se verifica para todo inteiro n = N, onde r é uma constante
positiva, prove que |ay.| < |ayl¥ se verifica para todo inteiro positivoj. (Use
indugdo matematica.)
(b) Se |a,| r < |ay4| se verifica para todo inteiro n = N, onde r é uma constante
positiva, prove que |ayl < |ay,)| se verifica para todo intciro positivo j. 3

ag

45 E verdade que se a senev ay, converge absolutamente, entao a série Y 0
A= l A=) + uk

tumbém converge? Por qué?
46 Refaga em detalhes a prova do teste da raiz (Teorema $).

Z'“a} l fay].

k= k=1

2

47 Se a sén’cz ay converge absolutamente, mostre que
k=1

6 Séries de Poténcias

Uma série infinita da forma

):'c'.(‘

kw0

—af=co +cy(x —a) + cz(x — a)* + c3(x — a)® +

¢ chamada uma série e poténcias em x ou simplesmente série de poténcias.
As constantes ¢, ¢, €a Cy ... 840 chamadas de coeficientes da série de

poténcias e a constante @ é chamada de seu centro. Uma série de poténcias
emx com centro @ = (0 toma a forma

Z (',(A\" =y + X + {'1.\'2 A C‘JY" +4 v

e assim generaliza a idéia de um polinédmio em x.
"

Na série de poténcias 2 eplx = a)¥ nés usualmente vemos x como uma

k=0
quantidade que pode ser variada a vontade, A sene pode convergir para
alguns valores de x mas divergir para outros. Naturalménte, quando x = a nos
vemos que i série converge ¢ sua soma ¢ ¢, Os trés exemplos seguintes
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Assim, R = 0 pela parte (iii) do Teorema 1, e assim/ consiste no éinico nimero

' .‘k(‘\. =" 4)2l\

s 2

k=1 k*

SoLucAo

A série de poténcia ¢ centrada em a = 4. Niao podemos usar o Teorema |, ji
que 3%/k* nao é o coeficiente dak-ésima poténcia de x — 4. Assim, recorremos
ao teste da razao original (Teorema 4, da Segédo 5). O n-ésimo termo (ndo o
coeficiente!) da série é

3vv(x 4 4):~ 3 3+ ](X 2 4)14»" 3] n+ ’(.’C Al 4)1»-0 N
ty = —————, assim como = —
i n? e < (n+1)? (n+ 1)
3' Portanto,
| a 3u| 1(.\4 4)2-‘2 ”2 |
lim |—|= lim , ‘
1 gt EA AU (n+ 1) 3(x — 4)* |
; n \?
= lim 3(—) [x — 4] =3|x — 4%
Neododt NI 1)
Segue-se que a série converge absolutamente quando 3|x — 4/* < 1 ou seja,
quando [x — 4| < 1/4/3. Diverge quando 3|x — 4|* > 1, ou seja quando |x — 4| >
o
1
1/2/3. Portanto R = 1/2/3. Quando x = 4 — 1/1/3, a série torna-se Z L
k=1
que converge absolutamente. (Por qué?) Da mesma forma, quandox = 4 +
| =
— a série torna-se Z —5, que converge absolutamente. Segue-se que a
\/”' k=1 K
série converge absolutamente em todo seu intervalo de convergéncia | =
1 1
‘ 4 — — 4+ —)
' [ N PR |
.
Conjunto de Problemas 6
Nos problemas | a 25, encontre o centro a, o raio de convergéncia R ¢ o intervalo
de convergéncia [ da série de poténcias dada. Confira também a divergéncia, conver-
gencu: albsolula ou convergéncia condicional da série de poténcias nos pontos extre-
mos de /.
o e’ 5 X8 & (= 1Mx = 1)
1L°% P 2 —_— 3 =~ 4 sl £ "o e
h%'o \zn .\I\ +1 Kgu k! .go k+1
s (Pt = (= 1P k(x4 3!  (x+2p! «
s 3 (SIMh bof IRy o (R G o § ot
=1 2k — 1) K= 7 k=1 ket kK + 1
vu ¢ + SH U O D LU o 1Y2ixt P :"",‘V
¥ ke R R e iy e 1y . K
V=0 (2k — 1)2K) vy (2k ~4)! ico (U+1) feo L3250 4+ 1)
2 (x—1y : '(»—l)“] X o _(1-x) 2 b AP
T . e 4 My 3) 15 ¥ o= 6y o
w=o (n 4+ 2)! V=o |2k + 112, WSo (k+1)-3 ‘g(,(k-%l)'sl
ST gl D < ) i ® (= 1)24(x - 5
i % ( 1) 18 \‘——-—(—+-) AL n e S 9§ A-bres T
& k\4 =o3n=-113 '3 ,Z, VJ a?;n k?
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Y’ sk L s k), [ 2 2 \ k! " ‘L i ¥ el 3)4.
21 .~.(' F57 ) x+ 1) 2 L X 23 Afv_l(um k)(x — 1) 24y _\V-’\_
=1

28 (v—B) xR+ 20 (x — B) + 30(v = BY* 4+ 41(x —8)° + -,
26 Se R ¢ o raio de convergéncia da série de poténcias z clx —alf,0< R < + =,
k=
e p € um inteiro positivo. mostre que o raio de convergéncia da série de poténci-

as » culx — ap* ¢ UR.
k=0
27 Se R ¢ oraio de convergéncia da séric de poténcias 2 culx ~ a)¥, e p é um inteiro
k=0
positivo, ache o raio de convergéncia da série de poténcias 2 ol = aytt,

Kewi)
=

28 Seja Z cxlx = @) uma série de poténcias dada.

k=t o
) (@) Se lim jec,| = +e0, prove que o raio de convergéncia da séric de poténcias é
n—stee
zero. Fo0
(b) Se lim |c,] = 0. prove que a série de poténcias tem um raio de convergén-
nee e
cia infinita,
{ (€) Se lim Wle,| = L # 0, prove que o raio de convergéncia da série de poténcia
oy

¢ dado por R = /L.
29 Suponha que b é uma constante maior que 1. Encontre o raio de convergéncia ¢ o
intervalo de convergéncia da séric de poténcias
30 Complete a prova do Teorema 1 demonstrando as partes (ii) e (i), o X
31 Se a > b = 0, encontre o raio de convergéncia da série de poténcias AR,
k=0

k

7 Continuidade, Integracao e
Diferenciacao de Séries de
Poténcias

Nessa secdo estudamos fungoes da forma

w0

)= T alx ~af,

onde 2 cilx = a)* ¢ uma série de poténcias dada.
k=0
Fica subentendido queg dominio def é o intervalo de convergéncia da
série de poténcias. : z A o
Ja que uma soma finita pode ser diferenciada termo a termo e ji que
f(x)=co + ¢y(x — a) + c3(x — a)* + c3(x — a)® + -+,

poderiamos suspeitar que a derivada D, fix) pode ser obtida pela diferencia-
Gao termo a termo; ou seja

D, f(x) = Dycq + Dyc,(x — a) + D,c,(x — a)* + Dyey(x — a)® + -+
=0+ ¢y +2c;(x — a) + 3ca(x — a)* + v

Da mesma forma, poderiamos suspeitar que a integral fﬂ.rj dx pode ser
obtida pela integragdo termo a termo; isto ¢ :
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Nos problemas 29 a 32, aplique o teste da raiz para determinar se cada série
converge ou diverge.

% . W % (=11 : e ' K
ST gl i el il 3 M 3
. AS‘:'. s l}t\- + 1.’ ”» Zz {In k) : ,‘_‘:l W g . A\_, (2k + 1/k)

Nos problemas 33 a 42, determine se cada série é divergente, condicionalmente
convergente ou absolutamente convergente. Use qualquer teste ou teorema que parega
mais apropriado para justificar sua resposta,

x (340 1 (_|]kvl . (__Ux-ll\:
3 <3 34 k[—] g e 36 T -7k
g E r 2‘, |5 i In(k+ 1) ‘f'l k* + 10
L A=1Y*"'inn - k! = (=1} X 246 (2k)
0n Y —— 38 I S 39 : 40 b SR !
= " E,( r[2k—l)! ,-2.‘. i*+1 .;Z. 47 (3k — 2)
¥, k* ”
o %+ ‘_v- !
k=1 Lt
43 Suponhaque a seqiénciay,. sy 8q Sy, . . . cOnverge para o limite § e que a sequéncia
S1 89 84 57, .. . COnverge para 0 mesmo limite §. Prove: A seqiiéncias,, 5. 8y, 84 S5
Sa, . .- CONverge para o limite §.

“ (a) Sc |“-~1| < |ay| r se verifica para todo inteiro n = N, onde r é uma constante
positiva, prove que |ay.| < |ayl¥ se verifica para todo inteiro positivoj. (Use
indugdo matematica.)
(b) Se |a,| r < |ay4| se verifica para todo inteiro n = N, onde r é uma constante
positiva, prove que |ayl < |ay,)| se verifica para todo intciro positivo j. 3

ag

45 E verdade que se a senev ay, converge absolutamente, entao a série Y 0
A= l A=) + uk

tumbém converge? Por qué?
46 Refaga em detalhes a prova do teste da raiz (Teorema $).

Z'“a} l fay].

k= k=1

2

47 Se a sén’cz ay converge absolutamente, mostre que
k=1

6 Séries de Poténcias

Uma série infinita da forma

):'c'.(‘

kw0

—af=co +cy(x —a) + cz(x — a)* + c3(x — a)® +

¢ chamada uma série e poténcias em x ou simplesmente série de poténcias.
As constantes ¢, ¢, €a Cy ... 840 chamadas de coeficientes da série de

poténcias e a constante @ é chamada de seu centro. Uma série de poténcias
emx com centro @ = (0 toma a forma

Z (',(A\" =y + X + {'1.\'2 A C‘JY" +4 v

e assim generaliza a idéia de um polinédmio em x.
"

Na série de poténcias 2 eplx = a)¥ nés usualmente vemos x como uma

k=0
quantidade que pode ser variada a vontade, A sene pode convergir para
alguns valores de x mas divergir para outros. Naturalménte, quando x = a nos
vemos que i série converge ¢ sua soma ¢ ¢, Os trés exemplos seguintes
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Assim, R = 0 pela parte (iii) do Teorema 1, e assim/ consiste no éinico nimero

' .‘k(‘\. =" 4)2l\

s 2

k=1 k*

SoLucAo

A série de poténcia ¢ centrada em a = 4. Niao podemos usar o Teorema |, ji
que 3%/k* nao é o coeficiente dak-ésima poténcia de x — 4. Assim, recorremos
ao teste da razao original (Teorema 4, da Segédo 5). O n-ésimo termo (ndo o
coeficiente!) da série é

3vv(x 4 4):~ 3 3+ ](X 2 4)14»" 3] n+ ’(.’C Al 4)1»-0 N
ty = —————, assim como = —
i n? e < (n+1)? (n+ 1)
3' Portanto,
| a 3u| 1(.\4 4)2-‘2 ”2 |
lim |—|= lim , ‘
1 gt EA AU (n+ 1) 3(x — 4)* |
; n \?
= lim 3(—) [x — 4] =3|x — 4%
Neododt NI 1)
Segue-se que a série converge absolutamente quando 3|x — 4/* < 1 ou seja,
quando [x — 4| < 1/4/3. Diverge quando 3|x — 4|* > 1, ou seja quando |x — 4| >
o
1
1/2/3. Portanto R = 1/2/3. Quando x = 4 — 1/1/3, a série torna-se Z L
k=1
que converge absolutamente. (Por qué?) Da mesma forma, quandox = 4 +
| =
— a série torna-se Z —5, que converge absolutamente. Segue-se que a
\/”' k=1 K
série converge absolutamente em todo seu intervalo de convergéncia | =
1 1
‘ 4 — — 4+ —)
' [ N PR |
.
Conjunto de Problemas 6
Nos problemas | a 25, encontre o centro a, o raio de convergéncia R ¢ o intervalo
de convergéncia [ da série de poténcias dada. Confira também a divergéncia, conver-
gencu: albsolula ou convergéncia condicional da série de poténcias nos pontos extre-
mos de /.
o e’ 5 X8 & (= 1Mx = 1)
1L°% P 2 —_— 3 =~ 4 sl £ "o e
h%'o \zn .\I\ +1 Kgu k! .go k+1
s (Pt = (= 1P k(x4 3!  (x+2p! «
s 3 (SIMh bof IRy o (R G o § ot
=1 2k — 1) K= 7 k=1 ket kK + 1
vu ¢ + SH U O D LU o 1Y2ixt P :"",‘V
¥ ke R R e iy e 1y . K
V=0 (2k — 1)2K) vy (2k ~4)! ico (U+1) feo L3250 4+ 1)
2 (x—1y : '(»—l)“] X o _(1-x) 2 b AP
T . e 4 My 3) 15 ¥ o= 6y o
w=o (n 4+ 2)! V=o |2k + 112, WSo (k+1)-3 ‘g(,(k-%l)'sl
ST gl D < ) i ® (= 1)24(x - 5
i % ( 1) 18 \‘——-—(—+-) AL n e S 9§ A-bres T
& k\4 =o3n=-113 '3 ,Z, VJ a?;n k?




SERIES INFINITAS 659

Y’ sk L s k), [ 2 2 \ k! " ‘L i ¥ el 3)4.
21 .~.(' F57 ) x+ 1) 2 L X 23 Afv_l(um k)(x — 1) 24y _\V-’\_
=1

28 (v—B) xR+ 20 (x — B) + 30(v = BY* 4+ 41(x —8)° + -,
26 Se R ¢ o raio de convergéncia da série de poténcias z clx —alf,0< R < + =,
k=
e p € um inteiro positivo. mostre que o raio de convergéncia da série de poténci-

as » culx — ap* ¢ UR.
k=0
27 Se R ¢ oraio de convergéncia da séric de poténcias 2 culx ~ a)¥, e p é um inteiro
k=0
positivo, ache o raio de convergéncia da série de poténcias 2 ol = aytt,

Kewi)
=

28 Seja Z cxlx = @) uma série de poténcias dada.

k=t o
) (@) Se lim jec,| = +e0, prove que o raio de convergéncia da séric de poténcias é
n—stee
zero. Fo0
(b) Se lim |c,] = 0. prove que a série de poténcias tem um raio de convergén-
nee e
cia infinita,
{ (€) Se lim Wle,| = L # 0, prove que o raio de convergéncia da série de poténcia
oy

¢ dado por R = /L.
29 Suponha que b é uma constante maior que 1. Encontre o raio de convergéncia ¢ o
intervalo de convergéncia da séric de poténcias
30 Complete a prova do Teorema 1 demonstrando as partes (ii) e (i), o X
31 Se a > b = 0, encontre o raio de convergéncia da série de poténcias AR,
k=0

k

7 Continuidade, Integracao e
Diferenciacao de Séries de
Poténcias

Nessa secdo estudamos fungoes da forma

w0

)= T alx ~af,

onde 2 cilx = a)* ¢ uma série de poténcias dada.
k=0
Fica subentendido queg dominio def é o intervalo de convergéncia da
série de poténcias. : z A o
Ja que uma soma finita pode ser diferenciada termo a termo e ji que
f(x)=co + ¢y(x — a) + c3(x — a)* + c3(x — a)® + -+,

poderiamos suspeitar que a derivada D, fix) pode ser obtida pela diferencia-
Gao termo a termo; ou seja

D, f(x) = Dycq + Dyc,(x — a) + D,c,(x — a)* + Dyey(x — a)® + -+
=0+ ¢y +2c;(x — a) + 3ca(x — a)* + v

Da mesma forma, poderiamos suspeitar que a integral fﬂ.rj dx pode ser
obtida pela integragdo termo a termo; isto ¢ :
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geométrica para obter uma série infinita que represente cada expressio. Em cada caso
especifique os valores de x para 0s quais a representagio € correta.

1 X 1 x?
ll—\‘ zl—x‘ 1 —d4x (1—x
x = tdt 1 | = x*
B i 6 7 —_—
1 - Il—rz 2+x 8|1—-.--
1 + x ¢
9 In(l—x) 10 In 11 | In(l—rt)de 12 tanh
1—-x ‘o
x 1 o ¥ di
h'rd PR 15 AL T
13 _[0 tan tdt 14 g ~|(I iy
16 Encontre a soma da série ) 2“. (Sugestdo: Use a expansdo da série infinita de
k=1 .
i obtida no Exemplo 3(a) na Segdo 7.)
17 Calcule:
X gt e x” )
® D‘(" Stante-omt )
3 3 7 9 1
B 2 R X0 R A
®) D‘(‘t T TUR T ¥ T ) s
18 Em probabilidade é necessdrio calcularz kp(1 — p)**, onde 0 = p = 1, comg 0
L)
objetivo de encontrar o valor médio de uma varidvel randdnica geométrica. Calcule
esta soma infinita.
Nos problemas 19 a 24, seja a fungdo f definida pelas séries de poténcias dadas.
Escreva uma série de polénclas para f'(x) e encontre seu raio de convergéncia.
19 f(x)= ¥ kx* 20 f(x)= ¥ (—1P*k3(x - 2)F 21 f(x)= z L‘_
k=0 h=1
P (_l)anxzn»l ( r
22 filx)= — 23 f(x)= X3 (x 4 1)3* 4 f(x)=
fx) Aga (2k + 1)! fix) >f' ) () g
Nos problemas 25 a 28, seja a fungdo f definida pelas séries de poténcias dadas.
Escreva uma série de poténcias pa.raf ft) dt e encontre seu raio de convergéncia.
L]
( l)&,zh o« ‘k el 'll U | : X gk
25 f(1)= 26 f(1)= 27 f(t)= — 28 f(t)= ¥ —
0= I g et g 0=Z @ i
(=1t
29 Dado f(x)= Z , encontre
weo (k)
(a) £(0) (b) S(0) (c) f"(0) (d) £™(0)

30 Use aidentidade w/4 = tan™"' "/ + 2 tan~' ¥/y e a conhecida expansio em série de
poténcias tan™! x = x — /3 + /5 - x7/7 + ... do Exemplo 3(c) da Se¢fio 7 para
aproximar o valor de = com quatro casas decimais.

8 Séries de Taylor e Maclaurin

x
Vimos na Segiio 7 que uma série de poténcias . cx(x — a)* comum raio
¥=0
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Portanto,
.12 %

\51 - 2 XJ dx Jn

§+ (DA - EHE + FEsE)°

Fora o primeiro termo, esta tltima série & alternada e os termos decrescem
em valor absoluto (veja os Problemas 21 e 22). Dai, o teorema de Leibniz se
aplica; assim, usando (digamos) os primeiros trés termos da série, temos

‘2 L 102 <12 .12
ldx +| $3¥dx— | xCdx+ | Fxdx—--
‘0 0 Y0 o

I

l + P dx 24 + BB - G)E)E)T =0,505084...
i |

com, um erro cujo valor absoluto nao excede (%an)(*1o)( Yg)'t < 0,000007.
‘ 142

L’ortamu.aproximahdo para quatro casas decimais, temos l \’1 + x3 dx

0
~0,5051.

Conjunto de Problemas 9

Nos problemas | a B, use a expansao em série binomial (Teorema 1) para encontrar
um desenvolvimento em série de Maclaurin para cada expressio. Especifique o inter-
valo de valor de x para os quais a expansdo é correta.

39 8
el t+Xx

‘4

A g 9 + x)*2
= (1 + 2x) R %)

Nos problemas 9 a 12, use os trés primeiros termos de uma séric binomial
apropriada para estimar cada nimero. Dé uma cota superior para o valor absoluto do
erro.

4."[

7 12

9 /1,03 10, .33 - 1

Nos problemas 13 a 16, estime cada quantidade aproximada para 1 casas decimais.
(Considere um nimero de termos o suficiente para que o valor absoluto do erro nao
exceda S x 107%.)

! P L B L T I
13 /101 14 /99 15 | J14x7dx 16 |

0 ‘o J1+x

ol | |

17 Dada a seqiéncia cqa €y, Ca Ca Cqy - lalQuecy = 1€ €0y = i ¢, paran =0,

n -+
onde p é uma constante, prove por indugio matemdtica que

1
G i S) - {p e YL PN & L

18 Seja p uma constante dada ¢ definase ¢y = 1 ¢

¢, =(1m)p(p = Wp—2)(p=n-+1) parma n =1l
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' —n
(a) Prove que ¢, ., o — ¢, para n = 0.
n+ 1

(b} Prove que(l + x)D, Y cix*=p ¥ cxh x| < 1.
k=0 k=0
19 Compare a expansao da série binomial de (1 4+ x)™' com a expansio da série
geométrica da mesma expressio,

20 Se a € uma constante positiva € p é uma constante qualquer, mostre que

(@ + x)P =a” + pa®~! P(Pz' l)aP 2,2 p(p— ;)'{p—Z) Lt "L PP

=

- plp=1)(p—k+1)
2—,’ k!

=q® + QP " kxk

para |x| < a.

21 (Seja(l + 2 =Zcu' para | < 1 uma expansio em série binomial. Mostre que, se
- . i -n
! Osx<len™ (4’7. cnuioz cpxc* é uma série nlletnan[e.(Sugesmo:c" | = P

k=n+1 n+ 1
&)

22 Noproblema 21, suponha que p > — 1 e prove que os termos na série z cpx* sdo
LAY
decrescentes em valor absoluto (dﬁilm o teorema de Leibniz se aplica),

23 O que acontece na expansio em série binomial quando o expoente p é um inteiro

positivo? A expansao ainda estd correta? Para que valores de x ela é correta? Por
qué?

1 t* dt

24 Da expansdo em série binomial de e do fato de sen™' x = ‘ g
AR —Y 01—t
encontre uma expansao em série de poténcias para sen™' x.

Conjunto de Problemas de Revisao

Nos problemas | a 12, determine se cada seqiéncia converge ou diverge, se a
sequéncia convergir, encontre seu limite.

|n(n+l)|

2 Jsenn| \/" + |
|37 + 7n| I 'n | ’(‘§n+I'
3 2 " A 12 —1\®
o [t 300 i s [Lr1y) ‘ '(SM») i
| 3+ n?@y | T J | n n
cos (nn/2)
: : , 8 (a1 +(—1r] 9 {n® + (—1)y2n}
v
| 1 | | 3 ] 2"n!
a0 A R AT 3 i sl 12 —
lin + 1) + (—1P(1 = m)l Tl {(2n + 1)1
Nos problemas 13 a 16, indique se cada seqiiéncia é crescente, decrescente ou nao
momalona
1| -1
e {5 15 f»( . f,' 16 {(— 1)}
17 A wqdénun ‘ |l € mondtona? Por qué? '
18 Para cada inteiro positivo n, seja a, ——] + —I— o o 'l g el —l—
n+1l n+2 2n
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Capitulo 13

RESPOSTAS DOS PROBLEMAS
SELECIONADOS

Conjunto de problemas 1 pig. 615
1 2,5,10,17, 26, 37; 10.001 3

1
20 11 4 13 Diverge 15 n 17 0 19 -1 21 Diverge 231

25 ¢ 27 Crescente, limitada, convergente

29 Crescente, limitada inferiormente mas nio superiormente, divergente
31 Néo-mondtona, limitada, divergente

33 Nio-mondtona, limitada, divergente

35 Decrescente, limitada superiormente mas nio inferiormente, divergente
37 Nao-monétona, limitada, convergente

3 a,=nb,=-n

41 (a) Diverge (b) diverge; (c¢) converge; (d) converge; (e) diverge

3456 10 a4+t 1

2 4
9'14'21' 30" 41’ 10.005 2 n+1

1
I

5919 37 75 7 (1 (=1p*Y A
45 (a)1,3,2,=,5 —, —, = . . | e
(a) FrTen B3 Y ErS [
Conjunto de problemas 2 pdg. 624
gL St ey S g Fm
R T i -t St = o i S L S g
3ITBTRTe 'S 3'5°7°9' 11 TR et i prat

A

3246+12420430+;2,8,20,40,70,...;5, = "+ n+2)

3 ; diverge
53 5+7*9+ll 3815 24 35 1 1 :
AN T TG T o T Rt iyt isey e, i Sy~ —rit v
4736 144 a0 To00t T 91625036 S BRI T
= 1 2 2(3k? + Tk — 5) 4
1, —_— = | — " diverge 1 2(= 1)t diverge
R W= Bk + 2)(k + 5)° TVEE R .
2 7 7 0.
13 a=1,r==Z convergepara - 15 a= -, F=—_diverge 1T a=1Lr= —|,
7 5 6 6
diverge 19 a—l r—gconvcre 4 : 2l a lr—! 'm] ZJ-I
TE! 16 a g€ para P 5 —s.convcrgcpd 3 3
7 ¥ ;
25 a 27 Sim, se convergir 29 i:g 31 8 metros

Conjunto de problemas 3 pag. 631

5 31 - 1
9 - 11 -3 13 - 15 No 17 =2In2 21 ¥ —

6 21 j_Z, iGi+1)

= !
23 Sl il e Y
,;):,,a‘ pds M+ 1 g
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Capitulo 13

RESPOSTAS DOS PROBLEMAS
SELECIONADOS

Conjunto de problemas 1 pig. 615
1 2,5,10,17, 26, 37; 10.001 3

1
20 11 4 13 Diverge 15 n 17 0 19 -1 21 Diverge 231

25 ¢ 27 Crescente, limitada, convergente

29 Crescente, limitada inferiormente mas nio superiormente, divergente
31 Néo-mondtona, limitada, divergente

33 Nio-mondtona, limitada, divergente

35 Decrescente, limitada superiormente mas nio inferiormente, divergente
37 Nao-monétona, limitada, convergente

3 a,=nb,=-n

41 (a) Diverge (b) diverge; (c¢) converge; (d) converge; (e) diverge

3456 10 a4+t 1

2 4
9'14'21' 30" 41’ 10.005 2 n+1

1
I

5919 37 75 7 (1 (=1p*Y A
45 (a)1,3,2,=,5 —, —, = . . | e
(a) FrTen B3 Y ErS [
Conjunto de problemas 2 pdg. 624
gL St ey S g Fm
R T i -t St = o i S L S g
3ITBTRTe 'S 3'5°7°9' 11 TR et i prat

A

3246+12420430+;2,8,20,40,70,...;5, = "+ n+2)

3 ; diverge
53 5+7*9+ll 3815 24 35 1 1 :
AN T TG T o T Rt iyt isey e, i Sy~ —rit v
4736 144 a0 To00t T 91625036 S BRI T
= 1 2 2(3k? + Tk — 5) 4
1, —_— = | — " diverge 1 2(= 1)t diverge
R W= Bk + 2)(k + 5)° TVEE R .
2 7 7 0.
13 a=1,r==Z convergepara - 15 a= -, F=—_diverge 1T a=1Lr= —|,
7 5 6 6
diverge 19 a—l r—gconvcre 4 : 2l a lr—! 'm] ZJ-I
TE! 16 a g€ para P 5 —s.convcrgcpd 3 3
7 ¥ ;
25 a 27 Sim, se convergir 29 i:g 31 8 metros

Conjunto de problemas 3 pag. 631

5 31 - 1
9 - 11 -3 13 - 15 No 17 =2In2 21 ¥ —

6 21 j_Z, iGi+1)

= !
23 Sl il e Y
,;):,,a‘ pds M+ 1 g




Conjunto de problemas 4 pig. 641
1 Converge 3 Diverge 5 Converge 7 Diverge 9 Converge

11 Diverge 13 Converge 15 (‘onvcrge 17 Converge por comparagio com
- |

Z i3 19 Converge por comparagiao com 21 Converge por comparagio com
k=1 k= l-

0 ] : x
& 7 23 Diverge por comparagao com EE: 25 Diverge por comparagiao com
oo l B
S_j 27 Diverge por comparagiio com Z ——3 29 Converge por comparagio com

J=1 -13

P ¥ 31 Di aF L i
kgl > verge |use g’n an 33 Converge (use z_:l ) 35 Diverge

® 4 ® x |
use Y ) 37 Converge (usc 1 ) 39 Converge (usc p 1—~, 45 Seja
s k i 7 Vo ae kY

1

»

Conjunto de problemas 5 pig. 652
1 Converge 3 Converge 5 Converge 7 Converge 9 Diverge

a =

49 "
11 Converge 13 Converge 15 ;?W) estimado por cima com erro < Tl7

115 1 137 1
17 —- estimado por baixo —19 - _— esti I —
144 p com erro < 5 9 750 estimado por baixo com erro < 3500
21 0,406 23 Diverge 25 Converge absolutamente 27 Converge absolutamente
29 Converge absolutamente 31 Converge 33 Converge absolutamente
35 Converge condicionalmente 37 Converge condicionalmente 39 Converge
absolutamente 41 Diverge 45 Verdade

Conjunto de problemasﬁp:ig. 658

X
1 a=0,R= ’~(*7.7'
{=(—o00,00) Ta=-2R=11=[-3-1] 9 a=-5R=11=[-6—4]

3 a=0R=+w, = (-cw0,x) S a=0,R= +0,

1 11
11 a=O.R=7.l*~'| 2.2] 13 a=1,R=+%0,[=(-0w,w0) IS a=1,R=1.

I=(-24) 17 a=4R=4,1=[08) 19 a=3,R=11=(24] 2l a= I,

R_—-",_.l=(—|——_,—1+—-) 23 am ), Rml,im(0,2) 25 a=8 R=0,
Vi) \
N .

I = {8} 27 R 29 R—'h,l = (b hb) M R=a;l=(-a.a)

Conjunto de problemas 7 pdg. 667

; ] : I
1 Z.\"".]xl < | 3 Y (4x) x| e 5 i b gl
k=0 =
(—1)*\ Bt - L i b
7 - x| <2 9 - —, x| <1 1 - — v ¥l <1
ol Loz ot ey
\,Jln‘ x [[—”‘2“'—}3"”]
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Il 2030518, |erro | < 2,7 x10°* 13 10,050 15 0,690 19 Sao iguais.
23 A série torna-se uma soma finita, correta para todo valor de x.
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43 Condicionalmente convergente 45 Absolutamente convergente 47 Diverge

49 Absolutamente convergente 51 Absolutamente convergente 53 (a) 0,4058; (b)0,0332
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