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1. Introducao

Na Apostila 01 (TCO1.pdf), desse curso, foi mostrado o panorama do que seria estudado na disciplina
(releia a introducdo da Apostila 01). Nas apostilas 02 a 05 foram estudadas as Linguagens Regulares,
Livres de Contexto, Livres de Contexto Deterministicas, Sensiveis ao Contexto, Recursivas e as
Recursivamente Enumeraveis compondo o sub-conjunto do universo das linguagens (Figura 01). A cada
Linguagem estudada foram mostradas as Gramaticas que as geravam e os Autdomatos/Maquinas de Turing
que as reconheciam (Tabela 01).

Umniverso de Todas as Linguagens

Linguagens Recursivamente Enumerdveis

Linguagens Recursivas

i . .
Linguagens Sensivels ao Contexto

Linguagens Liwres de Contexto

Linguagens Livres de Contextn Deterministicas

Linguagens Regulares

Figura 01. O Universo das Linguagens segundo Chonsky

Tabela 01. Linguagem, gramadtica e reconhecedor

Linguagem Gramatica Reconhecedor

Ling Recursivamente Enumeraveis | Gramaticas Irrestritas Maquinas de Turing

Linguagens Recursivas Gramaticas Irrestritas Maquinas de Turing (que sempre param)
Linguagens Sensiveis ao Contexto | Gramadticas Sensiveis ao Contexto | Autdmato Limitado Linearmente
Linguagens Livres de Contexto Gramaticas Livres de Contexto Automatos a Pilha

Linguagens Regulares Gramaticas Regulares Autdmatos Finitos

Lembre-se que:
(1) Um Automato Finito Deterministico ¢ definido pela quintupla:

M =(Q,%,0,q0F),onded:QxZ—>Q

(2) Um Automato Finito Nao Deterministico ¢ definido pela quintupla:
M, =(Q, 2,38, qoF),onde & Qx X — 2%

(3) Um Automato com Pilha Nao Deterministico (APND) ¢ definido pela sétupla:
M;=(Q,2,T,38,qo 2 F),onde &: Qx (ZU A} x (T U {A}) - 297

(4) Um Automato com Pilha Deterministico, M4 = (Q, X, I, 9, qo, z, F) ¢ um Automato com Pilha Nao
Deterministico sujeito as seguintes restri¢des, paratodoq e Q,ae XU {A} eb e I

(a) d(q,a,b) contém ao menos um elemento

(b) se d(q,A,b) ndo ¢ vazio, entdo d(q,c,b) deve ser vazio paratodoc €
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(5) Uma Maquina de Turing ¢ definida como uma sétupla:
Ms=(Q,2,T,0,q0,F),onded: Qx ' > QxI'x {L, R}

(6) Uma Maquina de Turing Nao Deterministica, M = (Q, Z, I, 9, qo, F), ¢ aquela em que a fun¢do de
transicdo ¢ definida da forma: &: Q x [ — 2Q*I'* LR}

(7) Um Automato Limitado Linearmente ¢ uma Maquina de Turing Nao Deterministica,
Me=(Q, 2, T, 3, qo, F), onde:
e X deve conter os simbolos [ ¢ |
* 8(qi, D=(qu [ R)
e 8(qi )=(q5 1 L)

Perceba o grau de refinamento que existe entre essas definigdes. Perceba, também, que a possibilidade de
haver uma maquina que reconhe¢a uma linguagem, caracteriza a linguagem. Por exemplo, se ¢ possivel
construir um Autdmato Finito para uma Linguagem L, entdo L ¢ regular.

Quanto as Gramaticas G = (V,T, S, P) o que muda sdo as formas de constru¢do das producdes:

(1) Uma gramatica G ¢ dita ser Regular, se A e B sdo elementos de V e w uma palavra de T* e as
producdes sao da forma: A > wBouA — w(se GLD)e A > BwouA — w(se GLE)

(2) Uma gramatica G ¢ dita ser Livre de Contexto se todas as suas producdes, em P, sdo da forma:
A—>a,ondeAeVeae (VuT)*

(3) Uma Gramética G é chamada Irrestrita se todas as producdes sdo da forma: u — v, onde u € (VUT)"
ev e (VUD)*

(4) Uma Gramatica Irrestrita G ¢ Sensivel ao Contexto se todas as produgoes da forma u—v € P, tem a
propriedade |u|<|v|,ondeu € (VUT) ev e (VUT)*

Ap6s todo esse estudo das Linguagens Formais e Autdmatos deve-se, neste momento, existir a
preocupagao com as questoes pertinentes a Teoria da Computagdo, que sao:

- Quais as capacidades e limitagdes fundamentais dos computadores?

- O que pode e o que nao pode ser resolvido pelos computadores?

- O que faz alguns problemas serem computacionalmente mais dificeis que outros?

Ao tentar responder essas questdes, exploram-se os conceitos de computabilidade, decidibilidade,
redutibilidade e complexidade. Os trés primeiros conceitos serdo vistos aqui. A complexidade sera vista
em outra disciplina, de uma maneira mais formal.
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2. Computabilidade e Decidibilidade

Em 1900 em um Congresso Internacional de Matematica, o matematico David Hilbert propds 10 (dez)
problemas que ainda nao tinham solugao, outros 13 foram publicados mais tarde. Dos 23 problemas, ainda
hoje, aparecem 05 em aberto e 02 parcialmente resolvidos.

O que ¢ interessante, para nos, ¢ o décimo: “Encontrar um algoritmo que determine se uma equagao

diofantina tem solucao?” Uma equag¢do diofantina ¢ aquela que se procuram solugdes inteiras (e as vezes
S N e . 2, 2_ 2

racionais) para equagdes algébricas do tipo: x“+y“=z", x"+y"=7", dentre outras.

Em 1931 o Teorema de Incompleteza de Godel demonstrou que a mecanizagao do processo de prova de
teorema nao tinha solugdo. Assim, provou a incompleteza da Logica de Primeira Ordem, mas ndo fez
referéncia a computagao.

Church e Turing trouxeram ferramentas basicas para definir algoritmos de uma forma precisa (Calculo
Lambda e Maquina de Turing) e provar a indecidibilidade da validade 16gica de primeira ordem. S6 em
1970, Yuri Matijasevic provou a impossibilidade de solucao geral para o 10°. Problema de Hilbert.

Para estudar os limites da computacao ¢ necessario escolher um modelo formal de algoritmo. Na literatura
podem ser vistos os modelos: Fungdes Recursivas, Algoritmos de Markov, Célculo Lambda, Maquinas de
Registros, Sistemas Post, Maquina de Turing (vista na apostila 04 — TC04.pdf), etc.

A Maquina de Turing ¢ suficientemente simples € ao mesmo tempo poderosa. A Tese de Turing e a
Hipdtese de Church evidenciam isso.

Tese de Turing
“Qualquer computagdo que pode ser executada por meios mecanicos pode ser executada por uma Maquina
de Turing”

Hipodtese de Church
“A capacidade de computacdo representada pela Maquina de Turing é o limite maximo que pode ser
atingido por qualquer dispositivo de computacao”

Lembre-se que:
(a) Pode existir uma linguagem que nao ¢ reconhecida pela Maquina de Turing.
(b) Se a linguagem ¢ reconhecida pela Maquina de Turing entdo ela ¢ uma Linguagem
Recursivamente Enumeravel.
(¢) Se a Maquina de Turing sempre para quando aceita ou rejeita uma cadeia de uma linguagem
entdo a Linguagem ¢ Recursiva.
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Sabe-se que, pelas defini¢des 03, 04 e 05 da Apostila 04:

(1) Uma Maquina de Turing M = (Q, Z, T', d, qo, F) reconhece ou aceita uma linguagem se para toda
cadeiaw € L, a Maquina de Turing aceita a cadeia, ou seja,

qow F* x1qeX; para algum qr € F e x1,x, € ['*
Se w ¢ L, a Maquina de Turing pode parar num estado ndo final ou entrar em loop.
Diz-se que essa Linguagem ¢ aceita ou reconhecida por essa Maquina de Turing.

(2) Uma Maquina de Turing M = (Q, %, T, 8, qo, F) decide uma linguagem se para toda cadeia w € L a
Magquina de Turing aceita a cadeia e para, com w ¢ L, num estado nao final.
Diz-se que essa Linguagem ¢ decidida por essa Maquina de Turing.

(3) Uma Maquina de Turing M = (Q, %, T, 8, qo, F) calcula uma funcio f(w) se paraw € X', a Maquina de
Turing péra e a saida ¢ a cadeia f(w), ou seja,

QoW F*mqrfiw), qr € F
Diz-se que essa funcdo é computavel por essa Maquina de Turing.

Assim,

e se a Maquina de Turing M calcula uma fun¢ao num certo dominio, a fun¢do ¢ computavel;

e se a Maquina de Turing M sempre para com a resposta SIM se a cadeia pertence a Linguagem e
com a resposta NAO quando a cadeia nio pertence a Linguagem, entdo tem a decidibilidade desse
dominio, ou seja a MT ¢ decidivel

e se a Maquina de Turing para com a resposta SIM se a cadeia pertence a linguagem e nem sempre
para quando a cadeia ndo pertence a Linguagem, entdo a linguagem ¢ somente aceita (¢ nao
decidivel).

Consideracoes:
e Procedimento ¢ uma seqiliéncia finita de instrugdes, sendo uma instru¢do uma operagao
claramente descrita, que pode ser executada mecanicamente, em tempo finito.
e Algoritmo sdo procedimentos cuja execuc¢do termina para quaisquer valores dos dados de entrada.

e Uma fungdo ¢ dita computavel se existir um procedimento que a compute.

e Uma Linguagem de programagdo ¢ a maneira mais conveniente para a representacdo de
procedimentos no computador.

e A abordagem operacional de Turing permitiu a Von Neuman elaborar o modelo para construgao de
maquinas digitais.

e A abordagem lingiiistica de Chomsky permitiu o desenvolvimento de teorias para concepgao das
linguagens de programacao.
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Exemplo 01 — Procedimento para e diz sim se o nimero inteiro i, dado como entrada, for par e nao
negativo; para e diz ndo nos demais casos:

1. sei=0 pare e diga sim

2. sei<0 pare e diga ndo

3. diminua o valor de i de duas unidades

4. vaparao passo 1
Assim, temos um algoritmo neste exemplo.

Exemplo 02 — procedimento para determinar o menor nimero perfeito que ¢ maior do que um inteiro
positivo m dado (k ¢ perfeito se for igual a soma de todos os seus divisores, exceto o proprio k). Apenas
para certos valores de m ¢ possivel, j4 que € a existéncia ou nao de um nimero infinito de nimeros
perfeitos ¢ um problema em aberto.

Assim, temos um procedimento neste exemplo.

Uma outra visao: Estudo através da Solucionabilidade de Problemas

Um problema ¢ solucionavel, ou totalmente solucionavel, se existe um algoritmo que resolva o problema
para qualquer entrada informando uma resposta de aceitagdo ou rejeigdo (resposta negativa). Um
problema ¢ dito ndo soluciondvel se ndo existe um algoritmo que sempre resolva o problema.

Um problema parcialmente solucionavel ¢ aquele que existe um algoritmo que solucione o problema e
informa a resposta se ela ¢ afirmativa. Se for negativa, o algoritmo pode parar ou permanecer processando
indefinidamente.

Solucioniveis N3o Soluciconaveis
Parcialmente Completamente
Soluciocnaveis Insolaveis

Computaveis Nio Computaveis

Figura 2. Relagao entre as classes de problemas.
(Cap5. Computabilidade — Profs Divério e Menezes)

De posse desses conceitos pode-se dizer que:

e Um problema ¢ computavel se o problema ¢ soluciondvel ou parcialmente solucionéavel

e Um problema ¢ ndo computédvel se o problema ¢ ndo solucionéavel.

e A unido da classe dos problemas soluciondveis com classe dos problemas ndo solucionaveis ¢ o
universo de todos os problemas.

e A classe dos problemas solucionéveis corresponde a classe das linguagens recursivas.

e A classe dos problemas parcialmente solucionaveis corresponde a classe das linguagens
enumeraveis recursivas.

e A classe dos problemas nado solucionaveis ¢ ndo computavel.
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3. Problemas Indecidiveis

Um problema ¢ decidivel se sua solugdo ¢ encontrada num tempo finito, ou seja, existe uma Maquina de
Turing que retorna uma resposta. Caso contrario ele ¢ indecidivel. O conceito de decidibilidade nao trata a
quantidade de tempo gasto e sim se ele ¢ finito (o conceito que trabalha com a quantidade de tempo gasto
¢ o da Complexidade).

Pode-se, ainda, ver a diferenga entre decidivel e ndo decidivel com relagdo a linguagem. Se o problema
pode ser representado por uma linguagem recursiva (onde a Maquina de Turing sempre para) entdo o
problema ¢ decidivel.

(A) Problema da parada

Dada uma Maquina de Turing M genérica e uma entrada genérica w, ndo existe uma Maquina de
Turing M’ capaz de decidir se M executa uma computagdo que aborta (para), quando comeca o
processamento numa configuracao inicial gow.

Comentario: Se o problema da parada fosse decidivel entdo toda Linguagem Recursivamente
Enumeravel deveria ser uma Linguagem Recursiva. Conseqiientemente o problema da parada ¢
indecidivel.

(B) Problema de entrada num estado

Dada uma Maquina de Turing M = (Q, X, T', 8, qo, [}, F) e qualquerq € Qe w € X, decidir se o
estado q ¢ sempre visitado quando a Maquina de Turing ¢ aplicada a w ndo ¢ possivel. Esse
problema ¢ indecidivel.

Comentdrio: Poder-se-ia construir uma Maquina de Turing M’ que sempre para quando entra no
estado g. Assim ter-se-ia a garantia de que a Maquina de Turing entrava no estado q. S6 que o
problema da parada ¢ indecidivel, entdo o problema da entrada num estado também ¢ indecidivel.

(C) Problema da parada numa fita em branco

Dada uma Maquina de Turing M, determinar se M para se comegar com uma fita em branco ¢
indecidivel.

Comentario: Poder-se-ia construir uma Maquina de Turing My, que comega com a fita em branco,
escreve w nela e se posiciona na configuragdao qow. Fica claro que My, para na fita em branco se, e
somente se, M aceita a cadeia w, ou seja, para com a entrada w. SO que o problema da parada ¢é
indecidivel, entdo esse também é.
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(D) Linguagem gerada por uma Gramatica Irrestrita ¢ nula
Seja G uma Gramatica Irrestrita. Entdo o problema de determinar se L(G) = & ¢ indecidivel.

Comentario: Supondo a existéncia uma Maquina de Turing M e uma cadeia w, tal que M salva sua
entrada na fita. Entdo M para se ao entrar no estado final, w est4 gravada na fita. Suponha My, uma
Maiquina de Turing para cada w, tal que L(My) = L(M) N {w}.

Supondo Ly, ¢ L, duas Linguagens Recursivamente Enumeraveis, é possivel construir Gy, tal que
Ly =L(Gy) e L=L(G).

L(Gy) = & se, e somente se, w ¢ L(G). Suponha que exista um algoritmo para determinar se
L(Gy) = . Entdo existira uma Maquina de Turing que para qualquer M e w seja possivel
determinar se w € L(M). Se existe essa Maquina de Turing entdo a Linguagem aceita ¢ uma
Linguagem Recursivamente Enumeravel, o que contradiz resultados anteriores. Entdo L(G) = O,
com G sendo uma Gramatica Irrestrita, ndo é decidivel.

(E) Linguagem gerada por uma Maquina de Turing é finita

Seja M uma Méquina de Turing. Entdo a questao, se L(M) ¢ finita, ¢ indecidivel.

Comentario: Como o problema da parada ndo ¢ decidivel entdo saber se o conjunto das cadeias
geradas pela Maquina de Turing ¢ finito ndo € possivel. Entdo esse problema ¢ indecidivel.

Teorema de Rice:
Qualquer propriedade de linguagens reconhecidas por Maquinas de Turing ¢ indecidivel.

Uma propriedade sobre uma Linguagem Recursivamente Enumeravel (aceita por uma Méaquina de Turing)
¢ o conjunto de Linguagens Recursivamente Enumeraveis, ou seja, a propriedade livre de contexto ¢ o
conjunto das Linguagens Livres de Contexto

Entdo se pode dizer que, sendo M ¢ uma Maquina de Turing:
Se L = L(M), decidir se L ¢ uma Linguagem Regular ¢ indecidivel.
Se L = L(M), decidir se L ¢ uma Linguagem Livre de Contexto ¢ indecidivel.
Se L = L(M), decidir se L ¢ uma Linguagem Sensivel ao Contexto ¢ indecidivel.
Se L = L(M), decidir se L ¢ uma Linguagem Recursiva ¢ indecidivel.
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4. Redutiblidade

Uma reducdo ¢ um modo de converter um problema em outro de tal modo que a solugdo para o segundo
pode ser utilizada para resolver o primeiro.

Reduzir um problema A para um problema B usando uma redu¢do por mapeamento significa que existe
uma fun¢do computavel que converte instancias do problema A para instancias do problema B. Se uma
tal conversdo (fungdo de) existir, chamada de uma reducdo, pode-se resolver A com um resolvedor
(solucionador) para B.

Definicao 02:
Uma linguagem A ¢ redutivel por mapeamento para uma linguagem B, A < B, se existe uma funcdo

computavel f: £* — ¥* onde para todo w,
weAsfw)eB
A funcao f ¢ chamada redugdo de A para B.

Teorema 01:
Se A redutivel a B (A <B) e B ¢ decidivel entdo A ¢ decidivel.

Teorema 02:
Se A redutivel a B (A <B) e A ¢ indecidivel entdo B ¢ indecidivel.
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