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1. Introducao

Em 1936, Alan Turing introduziu um modelo matematico do processo de computacdo conhecido
atualmente como Maquina de Turing. Sua estrutura ¢ simples e € o principal modelo usado para o estudo
do que ¢ ou ndo computavel.

Ainda em 1936, Alonzo Church apresentou a sua Hipdtese que afirma que qualquer fungdo computavel
pode ser processada por uma Maquina de Turing.

Existem varios modelos de Maquinas de Turing. Nessa apostila veremos alguns destes modelos.
Um dos Objetivos da Disciplina é estudar as Linguagens (Figura 1). Anteriormente foram estudadas as

Linguagens Regulares e as Linguagens Livres de Contexto. Para cada tipo de Linguagem foram estudados
formalismos para a seu reconhecimento e geragao.

Linguanens Enumeraveis Recursivamente
e

Linguagens Sensiveis ao Contexto

Linguagens Livres de Contexto

Linguagens Regulares

3 ]2(1]0

L -

Figura 1. Hierarquia de Chomsky

Para as Linguagens Regulares (tipo 03) foram estudados os formalismos:
e Operacional ou reconhecedor — Automato Finito (deterministico, ndo deterministico, minimo)
e Axiomatico ou gerador — Gramatica Regular
e Denotacional — Expressao Regular

Para as Linguagens Livres de Contexto (tipo 02) foram estudados dois formalismos:
e Operacional ou reconhecedor — Automato com Pilha (deterministico, ndo deterministico)
e Axiomatico ou gerador — Gramatica Livre de Contexto

Para as Linguagens Sensiveis ao Contexto (tipo 01) e Linguagens Enumeréaveis Recursivamente (tipo 0)
também serdo usados formalismos: reconhecedor e gerador das mesmas.

Para as Linguagens Sensiveis ao Contexto (tipo 01) serdo usados os formalismos:
e Operacional ou Reconhecedor — Maquina de Turing com Fita Limitada
e Axiomatico ou gerador — Gramatica Sensivel ao Contexto

Para as Linguagens Enumeraveis Recursivamente (tipo 0) serdo estudados os formalismos:
e Operacional ou Reconhecedor — Méaquina de Turing
e Axiomatico ou gerador — Gramatica Irrestrita
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Como a Maquina de Turing sera usada como um formalismo reconhecedor das Linguagens Sensiveis ao
Contexto e Enumerdveis Recursivamente, nessa apostila serdo estudadas as Maquinas de Turing de uma
forma geral.

A Maquina de Turing consiste de basicamente trés partes (veja Figura 2): Uma fita, uma unidade de
controle e uma fung¢do de transicdo. A fita ¢ usada como um dispositivo de entrada, saida e memoria. Ela ¢
dividida em células que armazenam um simbolo de cada vez. A unidade de controle reflete o estado
controle da maquina. Possui uma unidade de leitura e gravagdo que pode deslocar-se para a esquerda (L)
ou para a direita (R) da fita, podendo ler e/ou gravar um tnico simbolo em cada movimento. A fungdo de
transicdo comanda as leituras e gravagdes, o sentido de movimento da cabeca e define o estado da
maquina.

Unidade de

Cabega de
Controle Leitura/Gravagio P

Figura 2. Uma Méquina de Turing

Definicao 1.

Uma M4équina de Turing ¢ definida como uma sétupla
M=(Q,%,T,3,q0,F)

Onde:
Q — conjunto de estados internos
Y — conjunto do alfabeto de entrada
I' — conjunto finito de simbolos, chamado de alfabeto da fita
d — fungdo de transicdo, definidapor8: Qx I' > Qx I'x {L, R}
qo — estado inicial (qo € Q)
F — conjunto de estados finais (F € Q)
Observacao:

] ¢ um simbolo especial chamado de branco ([1 € T)
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Exemplo 01: Seja a funcdo de transi¢ao d(qo,a) = (q1,d,R). Veja o que acontece na Figura 3.

Vg T

a b Je | d b Je |

Figura 3. Uma fun¢do de transicdo em uma Maquina de Turing

Ou seja, estando em qo, lendo o simbolo a da fita, entdo troca a por d, vai uma casa para a direita e vai
para o estado q;.

Exemplo 02:

Considere a Maquina de Turing M = ({qo,q1}, {a,b}, {a,b,[ 1}, 5, qo, {q1}) com
5(q0.a) = (qo,b,R),
3(qo,b) = (qo,b,R),
8(qo, )=(qu, LLL).

Assim,
3(qo,a) = (qo,b,R): ao ler o simbolo a, a Maquina de Turing escreve o simbolo b, anda uma célula para a
direita e permanece no mesmo estado.

~Lq0 ‘qu

a|B | | b b | |

Figura 4. Uma funcdo de transicdo em uma Maquina de Turing

0(qo,b) = (qo,b,R): ao ler o simbolo b, mantém-se o simbolo b, anda uma célula para a direita e permanece
no mesmo estado.

~qu ‘LQO

b b ] b b | |

Figura 5. Uma fungdo de transicdo em uma Maquina de Turing

0(qo, [)=(q1, [,L) : ao ler o simbolo branco (I'1), mantém-se o simbolo [], anda uma célula para a esquerda
e muda para o estado q;, que € o estado final. Entdo o processo para.

~Lq0 ‘L(h

b B ] | b b |

Figura 6. Uma fungdo de transicdo em uma Maquina de Turing

Exemplo 03:
Considere a Maquina de Turing M = ({qo,q1}, {a,b}, {a,b,[ 1}, 5, qo, {}) com
8(qoaa) = (qlaaaR)a
5(qo,b) = (q1,b.R),
8(quD):(ql >D>R)9
6(ql:a') = (qO,a,L)a
8(q1,b) = (qo,b,L),
8(q1,.)=(qo,.LL).
Percebe-se que essa Maquina de Turing entrara em “loop” infinito, j& que nao tem estado final definido.
_4-
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A aceitacdo de uma cadeia pela Maquina de Turing acontece quando o estado final ¢ atingido
independente de onde a cabeca esta na fita. Se a Maquina de Turing para em algum estado nao final ou
simplesmente entrar em “loop” infinito, entdo a cadeia ndo ¢ aceita.

1.2. Descri¢ao instantinea

Qualquer configuragdo de uma Maquina de Turing ¢ completamente determinada pelo estado corrente da
unidade de controle, o contetido da fita e a posicao da cabeca de leitura-escrita. A configuracdo pode ser
dada pela notagdo: xqy onde x e y € o conteudo da fita e q € o estado da unidade de controle.

A mudanca de configuracao ¢ dada pelo simbolo F, entdo:
Movimento para a direita = se 8(q,a) = (p,b,R), entdo xqay + xbpy
Movimento para a esquerda = se 0(q,a) = (p,b,L), entdo xcqay + xpeby
Movimento para a direita, lendo um branco = se 0(q,L])) = (p,b,R), entdo xq + xbp

Movimento para a direita, lendo um branco = se 0(q, ) = (p,b,L), entdo xecq + xpcb

Exemplo 04:
A acdo da Maquina de Turing do exemplo 02 aplicada na cadeia aa pode ser representada por:

qoaa F bqgoa + bbqol]  bqb,

ou seja, doaa F* bq;b

Definicao 2.
Seja uma Maquina de Turing M = (Q, X, T, d, qo, F). Entdo qualquer cadeia a,...ax.1q1akak+1...an, COM a; €
I' e q; € Q ¢ uma descrigdo instantanea de M.

Um movimento a...ak-1q13K3+1..-an  F  aj...ak1bq2ak...an
¢ possivel se e somente se  d(q1,ax) = (q2,b,R).

Um movimento  aj...ak.1q1ak1...8n F a1...q2ak-1bax]...8,
¢ possivel se e somente se  d(q1,ax) = (qa2,b,L).

M ¢ dito estar no estado de interrupg¢do para alguma configuracao inicial X;q;X; se

x1qiX2 F* yiqiay2
para quaisquer g € a, para os quais 6(gj,a) ¢ indefinida.

O caso especial onde a Maquina de Turing entra em loop infinito (veja Exemplo 03) pode ser representada

por:  X|qxp F* oo
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2. Maquinas de Turing como reconhecedores

Uma linguagem aceita ou reconhecida por uma Maquina de Turing ¢ dada pela defini¢do abaixo:

Definicao 03

Seja uma Maquina de Turing M = (Q, 2, T', 0, qo, F), entdo a linguagem reconhecida por M ¢:
L(M)={w e X" qow F* x,qsx, para algum qr € F e x;,x, € T'*}

Exemplo 05:

Para £ = {0,1}, a Maquina de Turing que aceita a linguagem denotada pela Expressdao Regular ER = 0*
pode ser definida como:

M= ({quql}a {0}> {O,U}, 85 qo, {ql}) com
6(qo,0) = (q0,0,R) e
S(qu D) = (qu»R)-

Exemplo 06:

Para ¥ = {a,b}, a Maquina de Turing que aceita L = {a"b"| n > 1} pode ser definida como:
M= ({q05q17q27q33q4}7 {aab}a {aabaXaYau}a 87 o, {q4}) com:
6(qoaa') = (ql,XaR):
8(qlaa) = (qlaaaR)a
3(q1,y) = (q1,y,R),
3(q1,b) = (q2.y,L),
3(q2,y) = (qa,y,L),
8(q2,a) = (q2’a’L)’
8(q27x) = (qo,X,R)
8(qo,y) = (d3,y,R),
3(qs,y) = (a3.y,R),
8(qs,.)) = (q4,L,R)

Figura 7. Simulando com o JFLAP

Teoria da Computagdo e Linguagens Formais - Simone Domingues Prado — Apostila 04




{iiii Simulador Turing - Matriz de Transicio de Estados - [Editando a Funcao Pr - | Dlll

Programa ‘Visuglizar Opglies 7

DEWHS| DA |

Fonte: Coluna: Linha: Fita:

[ M5 Sans Serif = N s H|4u =[5 Ewmdﬁém'ag 100 H | gual® :1"

Maquina de Turing

R R N N
q0 (q0.%D)  (q1.xD) (q3.y.D)
q1 (ql.aD) (g2.y.E) (gl.y.D)
q2 (q2.a.E) (q0.xD)  (g2.y.E)
q3 (giy.D) (q4.B.D)
S .

Editando... || Editando a Fung&o Programa... [ i
Figura 8. Simulador Turing

Note que:

(1Pl €, ”

O estado qp ao encontrar “a”, escreve “x” (ou seja, marca “a”’) e muda de estado (q;).
O estado q; € responsavel por encontrar um “b” e marca-lo com “y”

A partir dai, outro estado (q) entra em acdo. Ele volta na fita até encontrar “x” (o Gltimo “a”
marcado)

Quando q; encontra o “x”, devolve o controle para o estado gy que recomega o processamento.
Quando qo encontra o “y” significa que ja terminou de marcar os simbolos “a”. Entdo, se nao
houver mais “b” para serem marcados, a cadeia esta correta.

Para isso, ¢ usado o estado qs para percorrer o restante da cadeia. Se encontrar s6 “y” e encontrar o
branco (I]), entdo a cadeia esta correta.

Se encontrar algum “b”, a Maquina de Turing para (ja que nao existe uma transi¢cao d(qs,b) =...) e

a cadeia ndo ¢ aceita.

Assim, na Maquina de Turing, os estados t€ém fun¢des bem definidas a serem executadas.

(Y3

qo € responsavel em marcar o simbolo “a” e acionar q; ou se encontrar “y”, acionar g3

q:1 ¢ responsavel por encontrar um “b”, marca-lo (“y”) e acionar o (. Se ele encontrar um
branco(l), significa que falta “b” nesta cadeia. A cadeia ndo sera aceita.

g2 € responsavel por voltar na fita até encontrar o ultimo “a” marcado, ou seja, um “x”. Ao
encontrar, aciona o o

g3 € responsavel pela verificacao final da cadeia. Se encontrar s6 “y” e branco (I]), entdo a cadeia
estéd correta e aciona o q4. Caso contrario, a cadeia ndo ¢ aceita.

gs ¢ o estado final, indicando que a cadeia esta correta.
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Seja w = aabb, entao:
goaabb F xq;abb F xaq;bbl xgrayb + goxayb F xqgeayb F xxq;yb F xxyqib F XXqoyy F XqoXyy

F xxqoyy F xxyqsy F xxyyqsl F xxyyLlgsl) F xxyyqall.
Como q4 € F, entdo w = aabb € L(M).

Seja w = aab, entdo:

qoaab + xqg;ab + xaq;bF xgoay F qoxay F xgoay b Xxqiy F XXyq
Como nado existe d(q;, ), entdo w = aab ndo pertence a L(M).

Seja w = aabbb, entio:
qoaabbb + xg;abbb I xaq;bbbt xg,aybb F gyxaybb F xgoaybb F xxq;ybb F xxyq;bb F xxqoyyb

F xqoxyybt xxqoyyb F xxyqsyb F xxyyqsbl]
Como nao existe d(qs,b), entdo w = aabbb ndo pertence a L(M).

Exemplo 07:

Para ¥ = {a,b}, a Maquina de Turing que aceita L = {a"b"c"| n > 1} pode ser definida como:
M= ({q07q15q2’q37q4:q5}7 {a,b,c}, {a,b,c,x,y,z,D}, 8’ o, {q5}) com:

B(qua) = (qlaX:R)a
S(qlaa) = (qlaa’R)a
8(q1,b) = (q2.y.R),
3(q2,b) = (q2,b.R),
S(qz,C) = (q3727L)9

3(q3,b) = (q3,b,L),
3(q3,y) = (q3,y,L),
8(qs,a) = (q3,a,L),

8(q3:X) = (qO:X’R)a
8(q1.y) = (q1,y.R),
S(qz,Z) = (q2,ZaR)a

6((13,2) = (q3727L)9

3(qo,y) = (q4,¥,R),
0(q4.y) = (q4,y-R),
5(‘14:2) = (q4aZaR)a

0(q4,1)) = (95, LR).

Seja w = aabbcc, entdo:
goaabbcece F xgjabbee F xag;bbect xaygobee F xaybgace F xaygsbze + xagsybzce F xgsaybze F
F gsxaybze + xqoaybze F xxq ybze F xxyqibze F XXyyqQoze F XXyyzZqeC b XXyyqszz +

F XXYQ3yZZ - XXQ3YYZZ b X3XYYZZ | XXQoYYZZ F XXYQ4YZZ & XXYYQ4ZZ F XXYYZQ4Z

F xxyyzzgsJ F xxyyLlgst! F xxyyqsC.
Como s € F, entdo w = aabbcc € L(M).

Teoria da Computagdo e Linguagens Formais - Simone Domingues Prado — Apostila 04



Exemplo 08:
Para X = {a,b}, a Maquina de Turing que aceita L = {wew"| w € {a,b}* } pode ser definida como:
M= ({qo’qlan’q3aq4aq5’q6aq7}9 {a,b,c}, {a’b:CaXaY5D}a 69 qo, {q7}) com:

S(q()’a) = (thaR)’
8(qlaa) = (qlaaaR)a
8(q1,b) = (q1,b.R),
5(‘11:0) = (qlaCaR)a
d(q1,-)) = (q3,LLL),

W T oo
w T o
o mAa

8(a1x) = (@sx.L), 4
S(qlaY) = (q35y’L)’ SHEH
8((13,3) = (q57X3L)3

S(q(),b) = (q2aY7R)7 XX R
0(q2,a) = (42,a,R), ¥iv.R
S(qzab) = (q2ab7R)7 vivL
S(qz,C) = (q27C3R)3 XX L

0.0 L

3(q2,1)) = (q4,1LL),
S(qZJX) = (q4aX’L)a
3(q2,y) = (ga,y,L),
d(qs,b) = (gs,y,L),

3(qo,¢) = (q6,C,R),
8(q69x) = (anxaR)a
3(de,y) = (d6>y5R),
3(qe,) = (q7,.LL).

8(q57a) = (q5va7L)9
3(gs,b) = (gs,b,L),
d(gs,c) = (gs,¢,L),
3(qs,x) = (qo.Xx,R),
3(qs,y) = (qo,y,R)
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3. Maquinas de Turing como transdutores

Definicao 04
Uma fungdo f, com dominio D, é dita ser Turing-Computavel ou simplesmente computavel se existe
alguma Maquina de Turing M = (Q, Z, T, 9, qo, F) tal que

qQow F*mqefiw), qre F
para toda cadeia w € D.

Exemplo 09:

Dados dois numeros positivos x e y. Construa uma Maquina de Turing que calcule x +y.

Seja x = |z(x)| com z(x) € {1}*, ou seja, o nimero sera representado pela quantidade de digitos 1 (por
exemplo, 3 =111).

A Maquina de Turing devera calcular: qow = qoz(x) 0 z(y) +* grz(x +y) 0

Seja M= ({q07q15q27q3aq4}7 {1}3 {1,0,U}, 89 qo, {q4}) com:
d(qo,1) = (qo,1,R),
8(qo,0) = (q1,1,R),
d(q1,1) = (q1,1,R),
3(q1,1 ) = (g2, LL),
3(q2,1) = (g3,0,L),
8(q3,1) = (q3,1.L),
3(q3,) = (g4, LR).

sejaS+3,entiow=111110111
Qol11110111 F* 11111ge0111 F 111111gu111F 1111111 g l1F* 111111111 g [T+ 11111111q1

F1111111g310 F* qs0111111110 F* (gal 11111110
Z(11111111) =8

Exemplo 10:
Dados dois nimeros positivos x e y. Construa uma Maquina de Turing que verifique se X >y ou x <y.
Seja x = |z(x)| com z(x) € {1}*, como no exemplo anterior.
A Méquina de Turing devera chegar
a0 estado Qmaior-igual S€ X 2y , ou seja, qow = qoz(X) 0 z(y) +* Qmaior-igual Z(X) 0 z(y)

a0 estado Qmenor S€ X <Yy, ouseja, qow = qoz(X) 0 z(Y) F* qmenor Z(X) 0 z(y)
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M= ({qo’q17q29q3’q47qf7q% J>=, J< }3 {130}’ {I,O,X,Y,D}, 65 Jo, { I>=, (< }) com:
S(q(),l) = (ql,X,R)a
8(qo,0) = (q4,0,R),
3(qi,1) = (q1,1,R),
8(q1,0) = (q2,0,R),
3(q2,1) = (q3,y,L),
3(q2,y) = (q2,¥5R),
3(q2,l) = (qu,LLL),
3(q3,y) = (g3,y,L),
8(q3,0) = (g3,0,L),
d(q3,1) = (gs,1,L),
6((13,)() = (q07X>R)’
3(q4,y) = (d4.y,R),
3(q4,1) = (qs 1,L),
3(q4,L) = (qu,LLL),
3(qr0) = (gr0,L),
d(gny) = (g 1,L),
S(qf,X) = (qfalaL)a
S(qf’D) = (q<,D,R),
3(qv.y) = (qw,1,L),
S(qV:X) = (anlaL)a
3(qv,0) = (qv,0,L),
3(qv,1) = (qv,1,L),
S(qWD) = (q>:7D’R)'

Sejax=5 ey= 3,entiow=111110111

qol11110111 + xq 11110111 F*x1111q;0111 + x11110gx111F x1111g30y11F x111g310y11
F* qsx11110y11F xqol1110y11F xxq;1110y11+* xx111g;0y11+ xx1110g2y11
Fxx1110ygo1 1+ xx1110g3yy 1+ xx111g30yy1F xx11g310yy1+* xgsx1110yyl
Fxxgol 110yyl+xxxq;110yyl+* xxx11q;0yyl+ xxx110goyy1+* xxx110yygsl
F xxx110yqsyyF™ xxx11g;30yyyF xxx1q3;10yyy+* xxqsx110yyyF xxxqpl10yyy
F xxxxqi10yyyF xxxx1q;0yyyF xxxx10qoyyyF* xxxx10yyyqal '+ xxxx10yygyiy
F* xxxx1gy10111F xxxxgy1 10111+ xxxg4ix10111+* gy 1111110111

Flg-=111110111
Entdo 5 > 3, ja que se chegou a q--

Sejax=2 ey= 3,entdiow = 110111
qol10111 Fxqi10111 F x1q;0111 + x10g2111+ x1g30y11+ xg310y11F gsx10yl1
F xqolOyl1F xxq;0y11+ xx0g2y11+xx0yq211+F xx0g3yylt+ xxq30yyl+ xg3x0yyl

F xxqo0yy1F xx0qayy1+* xx0yyqal F xx0ygnylF* xxgn0111F xgpx0111

F* qn 1110111  q<110111
Entdo 2 <3, ja que se chegou a q<
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Sejax=2 ey= 2,entiow= 11011
qol1011 Fxq 1011 + x1q;011 F x10g11F x1g30y1+ xg310y1+ g3x10y1
F xqolOylt xxq0y1+ xx0qoy 1 Fxx0ygolt xx0g3yyt xxq30yy+F xqsx0yy

FxxqoOyyF xx0gayyF* xx0yyqallF xx0ygqyiyF* gl 111011F [g>=11011
Entdo 2 =2, ja que se chegou a q>=

Exemplo 11:
Dados dois niameros positivos x e y. Construa uma Maquina de Turing que verifique calcule a fun¢ao:
X+, se x2y
f(x,p)= {
0, se x<y

Seja x = |z(x)| com z(x) € {1}*, como nos exemplos anteriores.

A Magquina de Turing passara por duas etapas (veja a figura 04):
A primeira etapa verificase x >y oux <y (como no Exemplo 09)
A segunda etapa recebe um sinal da etapa anterior
Se sinal que x >y, entdo faz x + y (como no Exemplo 08)
Se sinal que x <y, entdo coloca na fita [ 10

Somador

v

A 4

Comparador

/
T

Apagador

Figura 9. Uma MT complexa

Sex=3ey=2,w=01110110, f(x,y) =1111100]
Sex=2ey=3,w=01101110], f(x,y)= 0[]

Obs: Para enviar um sinal deve-se mudar de estado.

A Méquina de Turing devera fazer:

1°. Etapa:
Geo7(x) 0 7(y) F* 50 2(x) 0 7(y) se x>y
qeoz(x) 0 z(y) F* qaoz(x) 0 z(y) sex <y
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2% Etapa:
gs0z(x) 0 z(y) F* qsr z(x +y) 0 ou
qao0z(x) 0 z(y) F* qar0

dco = estado inicial do comparador

gso = estado final do comparador quando x >y, e também o estado inicial do somador
gao = estado final do comparador quando x <y, e também o estado inicial do apagador
gst = estado final do somador

gar = estado final do apagador

Veja como fica a Maquina de Turing:

M= ({q07q1:qzaq37q4:qfaqV’qosaq1Saq2$’q3saq4saq039q139q2aaq3aaq4a }7 {130}5 {190>X9Y7D}7 6: qo, { (4s, J4a }) com

Comparador:

8(qoal) = (ql,X,R),
8(qo,0) = (q4,0,R),
3(q1,1) = (q1,1,R),
8(q1,0) = (92,0,R),
3(q2,1) = (g3,y,L),
3(q2,y) = (q2,y,R),
3(q2,- ) = (qv,1 L),
8(qs,y) = (a3.y,L),
3(q3,0) = (g3,0,L),
3(q3,1) = (g3,1,L),
8(q37X) = (qo,X,R),
8(q4,y) = (q4,y,R),
3(qs,1) = (qs1,L),
8(q4,-) = (qv,L L),
5(%0) = (qfaOaL)a
3(qsy) = (qs1,L),
5(qf7X) = (qfalaL)a
8(qs) = (qoa,R),
8(qw.y) = (qw, 1,L),
8(qV7X) = (qV>1aL)>
8(qv,0) = (qv,0,L),
3(qv,1) = (qv, L,L),
8(qv,-)) = (qos,_L,R).

Somador:
8(qOS:I) = (qOSalaR)a
8(qu,O) = (qlsalaR)a
S(qIS:l) = (qlSalaR)a
6(qls,D) = (q2SaDaL),
6(q2s:1) = (q3s=0>L)>
8(q3s;1) = (q35719L)7
8(qSSaD) = (q4S,D,R).
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Apagador:
8(qoa, 1) = (q12,0,R),
9(q0a,0) = (q12,0,R),
3(q1a,1) = (q1a, ,R),
3(q12,0) = (q1a,.,R),
3(q1a, ) = (q2a L),
S(qzaaD) = (qzaamaL)a
8(q24,0) = (q3,0,L),
5(613a,D) = (q4aaD>R)>

Sejax=5 ey= 3,entiow=111110111

qol11110111 + xq 11110111 F*x1111q;0111 + x11110gp111F x1111g30y11F x111g310y11
F* qax11110y11F xqol1110y11F xxq;1110y11+* xx111g;0y11+ xx1110g2y11
F xx1110ygo1 1+ xx1110g3yy1+ xx111g30yy1F xx11g310yy1+* xgsx1110yyl
Fxxgol 110yyl+xxxq;110yyl+* xxx11q;0yyl+ xxx110goyy1+* xxx110yygsl
F xxx110yqsyyF™ xxx11g;30yyyF xxx1q3;10yyy+* xxqsx110yyyF xxxqpl10yyy
F xxxxq;10yyyF xxxx1q;0yyyF xxxx10qoyyyF* xxxx10yyyqal '+ xxxx10yygy1y
F* xxxx1gyi0111F xxxxqy1 10111F xxxgvix10111+* gy (1111110111
Fqos111110111
F*¥11111qe0111 + 111111yl 11F 1111111 gl 1F* 111111111 gy 1 F 11111111 gpl
F1111111g3510 F* g3 111111110 F* [gasl 11111110

Sabendo que z(111111110) = 8, temos que: f(5,3) = 8
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Sejax=2 ey= 3,entiow=110111
qol10111 Fxq10111 F x1g;0111 + x10g2111+ x1g30y11F xg310y11F gsx10y11
F xqolOyl1F xxq;0y11+ xx0g2y11+xx0ygo11F xx0q3yylt+ xxq30yyl+ xgq3;x0yyl
F xxgoOyy1F xx0gayy1+* xx0yyqal F xx0ygaylF* xxgp0111F xgax0111
F*gqu 110111 F qoa110111
F 0q1a10111F 000q,0111 F*OC00g ) IFOCTIEIgoal ) F* 92a007 F_0g3al] F_qaa00]

Exemplo 12:
Considere a macroinstrugao:

if a

then q;

else q
ou seja, a Maquina de Turing ao ler o simbolo a, move-se para o estado q; sem alterar o contetido da fita e
sem alterar a posi¢do da cabega de leitura/escrita. Caso contrario, move-se para (i sem causar nenhuma
alteracdo.

Entdo podem ser escritas as seguintes func¢des de transicao:
d(qi, a) = (qgjo, a, R) paratodo gi € Q

3(qi, b) = (qko, b, R) paratodo q; € Q, todob e I -{a}
d(qjo, ¢) =(qj, ¢, L) paratodocel

O(qko, ¢) =(qx, ¢, L) paratodoc e I’

Ao ler o simbolo a, estando em qualquer estado, vai-se para o estado gjo (estado auxiliar) que volta uma

posicdo e passa para o estado q;. Dessa forma, a cabeca da fita volta na célula que tem o simbolo a no
estado q;.

5 di \ 9io ‘L 9

[a_Jc | [aJc | [aJc |

Ao ler qualquer outro simbolo (b, por exemplo), a cabeca da fita vai para a direita e muda o estado para
gko (também um estado auxiliar). Estando no estado qxo, a cabeca da fita move-se para a esquerda e fica no
estado .

~L Qi ‘L 9ko ‘L 9k

b e | b e | b e |

Fazendo isso, a Maquina de Turing consegue resolver a macroinstrugao if a then q; else qx
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OBSERVACAO

E possivel trabalhar com subprogramas nas Maquinas de Turing. A idéia ¢ que uma Maquina de Turing
(MT-A) possa invocar outra Maquina de Turing (MT-B) para executar um subprograma. Isso ira requerer
uma nova caracteristica: as duas trocardo informagodes. Para simular isso, basta que se reserve uma regiao
da fita para fazer a troca de informagao.

4. Tese de Turing

“Qualquer computagdo que pode ser executada por meios mecanicos pode ser
executada por uma Maquina de Turing”

Definicao 05
Um algoritmo, para uma func¢ao i D— R, ¢ uma Maquina de Turing M, M = (Q, Z, T, , qo, F), se para
uma entrada qualquer w € D, a maquina de Turing encontra a resposta correta f(d) € R tal que

qQow F* qeflw), qr € F
para toda cadeia w € D.

5. Outros modelos de Maquinas de Turing

5.1. Maquina de Turing com opcao de parada
Essa Maquina de Turing acrescenta, na sua fun¢ao de transi¢ao, a possibilidade de ndo mover a cabega da
fita a cada movimento. Assim, a definicdo como Maquina de Turing (Defini¢dao 01) so altera a defini¢ao
da fung¢do de transigdo para:

0:Qx I'>QxI'x {L,R,S}

onde aparece, além dos simbolos L e R, o simbolo S (Stay-ficar)

Essas Maquinas de Turing sdo equivalentes as Méaquinas de Turing vistas anteriormente.
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5.2. Maquina de Turing com fita semi-infinita

Uma Maquina de Turing pode ter uma fita infinita a esquerda e/ou a direita. Se a fita ¢ ilimitada a
esquerda e a direita entdo temos uma Maquina de Turing padrdo. Caso haja um limite na fita a direita ou a
esquerda ela ¢ chamada de Maquina de Turing com fita semi-infinita. Dessa forma, em uma dire¢do da
fita os movimentos sdo restritos. Nao se pode mover para fora da fita.

Se nas duas direcdes ha restrigdes de movimento entdo estaremos trabalhando com uma Maquina de

Turing com fita limitada. Essa ¢ também chamada de Automato Limitado Linearmente ou Autémato de
Fita limitada. Essa Maquina de Turing sera vista posteriormente.

5.3. Maquina de Turing com multiplas fitas

Essa Maquina de Turing possui mais que uma fita e para cada uma dessas fitas existe uma cabeca de
leitura/escrita. A sua defini¢do segue a Defini¢ao 01 com a modificacao da fun¢ao de transig¢do para:

3:Qx IM—->QxIx {L,R}"
onde n ¢ a quantidade de fitas na Maquina de Turing.

Suponha n =2 e a fun¢do de transi¢cdo: d(qo, a, b) =(qi1, X, y, L, R),
Pode-se ler: estando no estado qo - ao ler na FitaOl o simbolo a e na Fita02 o simbolo b entdo vai para o
estado q, escreve x na FitaOl, y na Fita02 e move-se para a esquerda na FitaOl e para a direita na Fita02.

5.4. Maquina de Turing com multiplas cabecas

Essa Maquina de Turing possui uma unica fita e k ( k > 1) cabegas de leitura/gravacao sobre a mesma
fita. O processamento dependera do estado corrente e do simbolo lido em cada uma das cabegas.

5.5. Maquina de Turing com multiplas trilhas

Essa Maquina de Turing possui uma tnica fita e uma cabeca de leitura/gravagdo, s6 que possui multiplas
trilhas na fita. Isso implica em ter mais de um simbolo em cada posi¢ao de leitura/escrita da cabeca da fita.
Por exemplo, I" pode conter pares de elementos de X. Assim as triplas como simbolos (a;,b,¢1), (a2,bz,¢2),
..., (an,bp,cn) podem ser vistos como n simbolos ou como combinagao de trés cadeias, uma em cada trilha:
alb1C1, azb202, ceey anann
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5.6. Maquina de Turing Multidimensional

Nessa Maquina de Turing a fita ¢ substituida por uma estrutura m-dimensional, infinita em todas as suas
direcdes. Por exemplo, numa Maquina de Turing bidimensional a cabeca de leitura/gravacao da fita pode
ir para esquerda, direita, acima e abaixo e fun¢do de transicao pode ser definida como:

8:Qx ' >QxTIx{L,R U, D}

onde U (up) € para cima e D (down) ¢ para baixo

5.7. Maquina de Turing Nao Deterministico

Definicao 06

Uma M4équina de Turing Nao Deterministica, M = (Q, X, ', 9, qo, F), € aquela em que a fun¢do de
transi¢do ¢ definida da forma:
8:Qx [ - 2¢xIxibl

Assim, a funcdo de transicdo podera gerar subconjuntos, ou seja, varias possibilidades a partir de um
estado e um simbolo lido.

Suponha a fungdo de transi¢ao: d(qo,a) = {(q1, X, R), (q2, ¥, L)}

Os movimentos (opaaa F xqjaa € (paaa + q;llyaa sdo possiveis.

OBS: As Madquinas de Turing Nao Deterministicas sdo equivalentes as Maquinas de Turing
Deterministicas (Defini¢ao 01).

5.8. Maquina de Turing com fita limitada ou Autdomato Limitado Linearmente

A Maquina de Turing tem uma fita ilimitada. Para fazer a restricdo de limites nas duas diregdes, a fita ira
possuir um numero de células que contera a entrada mais duas células. Essas duas células a mais
armazenarao os simbolos especiais: ‘[ e ‘]’ que simbolizam o inicio e o final da entrada.

Definicao 07

Um Autémato Limitado Linearmente ¢ uma Maquina de Turing Nao Deterministica,
M=(Q,Z,T,9, qo, F), onde:

a) X deve conter os simbolos [ ¢ ]

b) 8(qi, [) = (qj, [, R)

¢) 8(gi, ) =(q; 1, R)
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Definicao 08

Uma cadeia é aceita por um Autdmato Limitado Linearmente se existe uma seqiiéncia possivel de
movimentos

Qo[w] F*[X19rX2]
para algum gr € F e x1,x, € ['*.

A linguagem aceita por um Autdmato Limitado Linearmente ¢ o conjunto de todas as cadeias aceitas.

Exemplo 12:

A linguagem L = {ww | w ¢ uma cadeia de {a,b}*} tem o Autdomato Limitado Linearmente M:
M= ({qoaqla'“:qllaqf)’ {a:ba[’]}a {a,b,x,y}, 8’ qo, {qf}) onde
d(qo, D) = {(a1, [, R)},

S(qla a) = {(q2a X, R)}a

d(q1, b) = {(g3, X, R)},

3(qi, )= 1(qs I, D)},

8(q2: a) = {(qZ: a, R)’ (q49 Y, L)}
3(q2, b) = {(q2, b, R)},

8(q3: a) = {(q3: a, R)’ (q49 Y, L)}
d(q3, b) = {(gs, b, R)},

8(q49 a) = {(q4a a, L)}a

d(qs, b) = {(gs4, b, L)},

3(q4, x) = {(gs, X, R)},

8(q5: a) = {(qéa X, R)}:

3(gs, b) = {(gs, X, R)},

3(qs, y) = {(qu1, y, R)},

6((16, a) = {(QG, a, R)}a

3(qe, b) = {(qe, b, R)},

(g6, ¥) = {(q7, ¥, R)},

S(qg, a) = {(q8a a, R)}a

d(gs, b) = {(gs, b, R)},

(qs, ¥) = {(qo, y, R)},

8(q7a a) = {(ql()a Y, L)}>

8(q7, y) = {(q7, y, R)},

(g9, b) = {(q10, y, L)},

3(q9, ) = {(q0, ¥, R)},

6(('1109 a) = {(q10> a, L)},

d(q10, b) = {(q10, b, L)},

6((110, y) = {(qloa Y, L)}a

8(q10> X) = {(q57 X, R)}a

S(qll’ Y) = {(q“’ Y, R)}’

3(qi1, 1) = {(qs I, L)}
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