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1. Introducao

Foi visto na primeira apostila (TCO1.pdf) a hierarquia de Chomsky (veja a figura 1). Na segunda
(TCO02.pdf) foram tratadas as linguagens regulares que sdo as mais simples das linguagens, sendo possivel
desenvolver algoritmos de reconhecimento ou de geracao de pouca complexidade, grande eficiéncia e de
facil implementacao.

Linguagens Enumerdveiz Recursivamente
-

Linguagens Sensiveis ao Contexto

Linguagens Livres de Contexto

Linguagens Regulares

3 ]2(1]0

L -

Figura 1. Hierarquia de Chomsky

As Linguagens Livres de Contextos compreendem uma abordagem mais ampla do que as Linguagens
Regulares tratando, de forma apropriada, as questdes de balanceamentos entre parénteses e blocos de
programas. Os seus algoritmos sdo simples e possuem uma boa eficiéncia.

Nessa Apostila serdo abordadas as Linguagens Livres de Contexto a partir de dois formalismos:
e Operacional ou reconhecedor — uso dos autdmatos com pilha (AP)
e Axiomatico ou gerador — gramatica livre de contexto (GLC)

2. Gramatica Livre de Contexto

Definicao 1.

Uma gramdtica G = (V, T, S, P) ¢ dita ser uma Gramatica Livre de Contexto (GLC) se todas as suas
produgdes, em P, sdo da forma:

A—>a
onde Ae Vea e (VUT)*

Como A € V, entdo, do lado esquerdo da produgdo, aparece somente uma variavel. Entretanto, do lado
direito, podem aparecer quaisquer combinagdes, ja que o € (V U T)*, ou seja, quaisquer combinagdes
entre as variaveis e os simbolos terminais.
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Exemplo 01
Li={a""|n>0} éumaLLC
com G| = ({S}, {a,b}, S, P) tal que
P={ S—aSb
S—>A }
Entdo as cadeias { A, ab, aabb, aaabbb ... } pertencem a L,

Exemplo 02
L,={ww"|we {ab}*} ¢umaLLC
com G; = ({S}, {a,b}, S, P) tal que
P={ S—aSa
S — bSb
S—>A }
Entdo as cadeias { A, aa, bb, abba, aabbaa, aabbbbaa ... } pertencem a L,

Exemplo 03
L; é composta de expressoes aritméticas contendo parénteses balanceados, um operador e dois operandos:
com G3 = ({S}, {+, *,(,), a}, S, P) tal que
P={S—>S+S
S—>S*S
S—>(S)
S—>a }
Entdo as cadeias { a, at+a, a*a, (ata), (a*a), (ata)*a ... } pertencem a L3

3. Arvore de derivacio

Definicao 2

Seja uma Gramatica G = (V, T, S, P).

Uma Derivacdo a Esquerda ¢ aquela que, em cada passo, a varidvel A € V, mais a esquerda, ¢
substituida.

Uma Derivacio a Direita ¢ aquela que, em cada passo, a variavel A € V, mais a direita, ¢ substituida.

Exemplo 04
Seja L= {a"b™ | n # m}, uma linguagem livre de contexto, com G = ({S,T,A,B}, {a,b}, S, P), onde as
produgdes sao da forma:

S—>AT| TB

T—>aTb| A

A —>aAla

B—>bB|b
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Verifique as derivagdes abaixo:

Derivagao 01: S — AT — aAT — aaT — aaaTb —aaab
Derivacao 02: S —> AT —» AaTb —» Aab — aAab —aaab

Pela Definicao02 tem-se que a Derivacdo 01 ¢ uma derivagdo a esquerda e a Derivagao 02 ¢ uma
derivacdo a direita. Percebe-se que as duas derivagdes sao diferentes e resultam na mesma cadeia. Isso

quer dizer que a gramatica construida ¢ ambigua. Esse conceito serd mais bem formalizado adiante.

Outra forma de mostrar as derivagdes ¢ através das arvores de derivagao.

Definicao 3

Para uma determinada Gramatica Livre de Contexto, G = (V, T, S, P), a representacdo da derivagao das
cadeias na forma de arvore, denominada Arvore de Derivacio, ¢ como segue:
a) a raiz ¢ o simbolo inicial da gramatica, portanto S;
b) os vértices interiores obrigatoriamente sao variaveis.
Se A é um vértice interior € X;, X, ..., X, sdo os filhos de A, entdo A — X; X5 ... X, € uma
producao da gramatica e os vértices X, X, ..., X, s@0 ordenados da esquerda para a direita;
¢) um vértice folha € um simbolo terminal ou o simbolo A (vazio).
Se a folha ¢ o simbolo vazio, ele ¢ o tnico filho, ou seja, A — A.

Exemplo 05
L;={a""|n>0} uma LLC, com G; = ({S},{a,b},S,P;) talque P, = {S —>aSb,S > L }
Entdo a cadeia aabb pertence a L;. A arvore de derivacdo ¢ dada pela figura 2.

Exemplo 06
L, ¢ composta de expressdes aritméticas contendo parénteses balanceados, um operador e dois operandos,

com Gy = ({S}, {+,*,(;),a}, S, Py) talque P,= {S>S+S|S*S[(S)|a}
Entdo a cadeia ata*a pertence a L,. A arvore de derivacdo ¢ dada pela figura 3.

/f\ q./f\Aq
N SN
a f b

Figura 2. cadeia aabb € L; Figura 3. cadeia at+a*a € L,

a a
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4. Ambigiiidade

Definicao 4

Uma Gramatica Livre de Contexto ¢ dita ser Gramatica Ambigua, se existe uma cadeia que possua duas
ou mais derivagoes ou duas ou mais arvores de derivacao.

Exemplo 07

L; é composta de expressoes aritméticas contendo parénteses balanceados, um operador e dois operandos,
com G; = ({S}, {+,*,(,),a},S,P))talque P, = {S—>S+S|S*S|(S)|a}

A cadeia ata*a, pertencente a L; pode ter as derivagoes:

S»>S+S—sa+S—>at+S*S—sat+ta*S—>ata*a
S->S+S—>S+S*S—>S+S*a—>S+a*a—>ata*a

2N /lf\
} /i\ I
| } } }

a a a a

a

Entdo a gramatica ¢ ambigua.

Definicdo 5

Uma Linguagem ¢ uma Linguagem Inerentemente Ambigua se qualquer Gramatica Livre de Contexto
que a define ¢ ambigua.

Uma Linguagem ¢ uma Linguagem Nao Ambigua se existir uma Gramatica Livre de Contexto, que a
define, ndo ambigua.
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Exemplo 08 - Linguagens ndo ambiguas.

Seja G; = ({S}, {a, +}, S, Py), talque P, ={S —>a|S+S}
Entdo se pode gerar a cadeia a + a da forma:
S—>S+S—>S+a—>a+a (derivagdo a direita)
S—>S+S—>a+S—>a+a (derivagdo a esquerda)
Portanto G, ¢ ambigua

Seja G2 = ({S}, {a, +}, S, Py), talque P,={S —>a|a+ S}

Entdo se pode gerar a cadeia a + a da forma:
S—»>a+S—>ata—sata

Portanto G, ndo ¢ ambigua

Seja G3 = ({S}, {a, +}, S, P3),talque P;={S —>a|a+a|S+S}
Entdo se pode gerar a cadeia a + a da forma:

S—»>a+a

S—>S+S—>S+a—>a+a (derivacdo a direita)

S—>S+S—>a+S—>a+a (derivagdo a esquerda)
Portanto G; ¢ ambigua

Entretanto a Linguagem, L = L(G;) = L(G;) = L(Gs), ndo ¢ ambigua, j& que existe uma gramatica
(G,) que ndo ¢ ambigua.

Exemplo 09 - Linguagens inerentemente ambiguas.

A linguagem L= {a"b"c"|n>0,m>0} U {a"b"c"|n>0, m>0} éinerentemente ambigua.
Vejamos porque:

L= L1 |\ Lz
L, é gerada pela Gramatica G, = ({S;, A},{a,b,c}, Si, P1), tal que P, = {S;—>Sic | A, A > aAb| A}
L, ¢é gerada pela Gramatica G, = ({S,, B},{a,b,c}, Sz, P»), tal que P, = {S,—aS, | B, B—>bBc | A }
L ¢ gerada pela gramatica, G = ({Sy, A, Sy, B},{a,b,c}, S, P),talque P=P, U P, U { S —> S| Sy}

A gramatica G é ambigua desde que a cadeia a"b"c" (a Unica resultante da unido das duas linguagens) tem
duas derivagoes distintas (uma a partir de S; e outra a partir de S,).
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5. Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

A simplificacdo acontece para a otimizagdo de constru¢des de gramadticas e por conseqiiéncia na
otimizacao de algoritmos e demonstracao de teoremas. A seguir serdo vistas as seguintes simplificagdes:

e Retirada de produgdes vazias da forma A — A

e Retirada de produgdes da forma A — B que simplesmente substituem uma variavel por outra.

e Retirada de variaveis ou simbolos terminais nao usados

5.1. Retirada de producoes vazias

Considere a Gramatica Livre de Contexto G = (V, T, S, P). O algoritmo para retirada das producdes vazias
¢ composto por trés etapas, como segue:

Etapal: Definicdo do conjunto de varidveis que constituem producdes vazias (V)

Etapa2: Defini¢ao do conjunto de producdes sem produgdes vazias.

Etapa3: Inclusdo de geracdo da palavra vazia, se necessario.

Etapal: Conjunto de varidveis que constituem producoes vazias
No final dessa etapa sera construido um conjunto de varidveis que geram A, ou seja, V).

Rotina para construgdo de V,

Voi={A|A—>L};
Repita

Vo=V, u{X|X->X;..X, e Ptalque Xy, ...., X;, € Vi }
Até que o cardinal de V; nao aumente

Lembre-se que cardinal de um conjunto corresponde ao tamanho deste conjunto. Assim, a rotina encerra o
comando “Repita ... Até ...” quando o conjunto V; ndo se alterar.

Etapa2: Conjunto de producdes sem producdes vazias.
A gramatica resultante dessa etapa ¢ G; = (V, T, S, P;) onde o conjunto de produgdes P; € construido pela
rotina abaixo.

Rotina para construgao de P;

Pi={A>a|a#lr}
Repita
para toda produ¢cido A >a e PeX e Vytalquea=a; Xa, ¢ oo, #h faga
Pi=PiU{A—> oo}
Até que o cardinal de P; ndo aumente

Etapa3: Inclusio de geracio da palavra vazia, se necessario.
Se a palavra vazia pertence a linguagem, entdo a gramatica resultante desta etapa ¢ G, = (V, T, S, P,),
comP,=PiU{S—>A}
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Exemplo 10
SejaG=({S, X, Y}, {a,b},P,S)comP={S > aXa|bXb|A,X—>a|b|Y,Y—>ab|A}

Etapal:

Vi={Y[Y ->r}={Y}

V,={S|S ->A}={S, Y}

1% iteragdo: V;,={Y }U{X|X—>Y}={S,Y, X}
Portanto V; = {S, X, Y}

Etapa2:
Pi={S—aXa|bXb ,X—>a|b|Y,Y—>ab}
1°. iteragdo - P, ={S—aXa|bXb ,X—>a|b|Y,Y—>ab} U {S—aalbb}=
={S—>aXa|bXb|aa|bb,X—>a|b|Y,Y —>ab}
2° iteragdo - Py ={S—>aXa|bXb|aa|bb,X—>a|b|]Y,Y—>ab} U &=

={S—>aXa|bXblaa|bb,X—>a|b|Y,Y—>ab}
Entdao G, =(V,T,S,P;)onde Py ={S > aXa|bXb|aa|bb,X —>a|b|Y,Y —>ab}

Etapa3:
P,=Pyu { S—))&}

Entdo G, =(V, T, S, P;),comP,={S > aXa|bXb|aa|bb|A,X—>a|b|Y,Y —>ab}

5.2. Retirada de produgodes da forma A —> B

Considere a Gramatica Livre de Contexto G = (V, T, S, P). O algoritmo para retirada dessas produgdes €
composto por duas etapas, como segue:

Etapal: Construcao do fecho de cada variavel

Etapa2: Exclusdo das produgdes da forma A — B.

Etapal: construcio do fecho de cada variavel
Rotina para constru¢do dos fechos

Para toda variavel A € V faca
fecho-A = {B| A # B e A =" B usando exclusivamente produg¢des da forma X — Y};

Etapa2: exclusio das producdes da forma A — B.
A gramatica resultante dessa etapa ¢ G; = (V, T, Py, S) onde P, ¢ construido como na rotina a seguir:
Rotina para geragdo de P,

Pi={A>a|lagV};

Para toda variavel A € V ¢ B € fecho-A faga
SeB>aePeagV
EntioP1=PiU{A > a};
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Exemplo 11
Considere a Gramatica obtida do exercicio 10:
G=({S,X,Y}, {a,b},S,P),comP={S —>aXa|bXb|aa|bb|A,X—>a|b|Y,Y >ab}

Etapal:
Para toda variavel A € V,entdo S, Xe'Y
fecho-S= @
fecho-X = {Y}
fecho-Y = @
Etapa2:

Pi={S—aXa|bXb|aa|bb|A,X—>a|b,Y —>ab}
1%.iteragdo - S € {S,X,Y}
fecho-S = @ entdo (FALHA)
2%iteragdo - X € {S,X,Y} eY e fecho-X={Y}
Como Y — ab, entdo X — ab
Entdo P; = {S— aXa | bXb |aa|bb | A, X—alb,Y—>ab} U {X —» ab} =
Py ={S— aXa|bXb|aa|bb|A, X—a|b|ab, Y—>ab}

A gramatica resultante ¢ G; =(V, T, P, S) onde P; = {S— aXa|bXb |aa|bb|A, X—a|b|ab, Y—>ab}

5.3. Retirada de simbolos nao usados

Considere a Gramatica Livre de Contexto G = (V, T, S, P). O algoritmo para retirada dos simbolos intteis
¢ composto por duas etapas, como segue:

Etapal: Garantia de que qualquer varidvel gera terminais.

Etapa2: Garantia de que qualquer simbolo ¢ atingivel a partir do simbolo inicial.

Etapal: garante que qualquer variavel gera terminais. Resultado: G; =(V, T, S, Py)

Ao final dessa etapa ¢ construida a Gramatica Livre de Contexto G; = (Vy, T, S, P;) com V; construido
como na rotina a seguir ¢ P; possuird os mesmos elementos de P excetuando-se as produgdes cujas
variaveis nao pertencem a V.

Rotina para geracdo de V;:

V] = CD;
Repita

V1=V1U {A|A—)OL ePea e (TUVl)*}
Até que o cardinal de V; ndo se altere.

Lembre-se que cardinal de um conjunto corresponde ao tamanho deste conjunto. Assim, a rotina encerra o
comando “Repita ... Até ...” quando o conjunto V| ndo se alterar.

Teoria da Computac¢io e Linguagens Formais - Simone Domingues Prado — Apostila 03



Etapa2: garante que qualquer simbolo ¢ atingivel a partir do simbolo inicial.

Ao final dessa etapa € construida a Gramadtica Livre de Contexto G, = (V2, Tz, S, P2) com V; construido e
T, construidos como a rotina abaixo e o conjunto P, possuird os mesmos elementos de P, excetuando-se
as producdes cujos simbolos ndo pertencem a V;, ou T,

Rotina para a geracdo de Ve Ty :

T2 = q);
Vo={S}
Repita

V2=V2U{A|X—)O(.AB EPI,XEVZ};
T,=T,u{a|X—>aaP € P,XeV,y};
Até que os cardinais de V, e T, ndo aumentem.

Exemplo 12
A gramatica resultante do exercicio 11 foi G=(V, T, P, S) onde
P ={S—»aXa|bXb|aa|bb|A, X—>a|b|ab, Y—>ab}

Etapal:
A geragdo de V
V] = (D;
1°. interagdo - Vi=d U { S, X,Y|S—aa|bb, X —>al|b|ab,Y—ab}={S, X, Y}
Entao V, = {S, X, Y}
Entao P, =P
Etapa2:
A geragdode Ve T,
T2 = CD;
Vo={S}

1%, interagdo - V,={S} U {A|B—>a AP €P,Be {S}} =
—(StU{X|S>aXal={S,X}
T,=bu{a|B>aaf € P,Be {S,X}}=
={a|X—>a}={a}
2% interagdo - Vo= {S, X} U{A|B—>a AB €P;,Be {SX}} =
={S, X} ud={S, X}
T,={a}u{al| B>aaP € P;, Be {S,X}}=
={a} U {b|X—>b}=/{ab}
Entdao V, = {S, X} e T, = {a,b}

Entdo P, =P = {S— aXa|bXb|aa|bb|A, X—>a|b|ab},jaqueY ¢ V,
Assim, G, = ({S, X}, {a,b}, S, P2), com P, = {S— aXa|bXb|aa|bb|A, X—a|b|ab}

Portanto, a partir de:

G=({S,X, Y}, {ab},P,S)comP={S »>aXa|bXb|A,X—>a|b|Y,Y—>ab|A}
Obteve-se:

G, =({S, X}, {a,b}, S, P2), com P, = {S—> aXa|bXb|aa|bb|A, X—a|b]|ab}
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5.4. Simplificacées combinadas

Deve-se seguir a seguinte seqiliéncia:
1. Retirada de produgdes vazias (A — 1)
2. Retirada de produgoes da forma A — B
3. Retirada de simbolos nao usados

Exemplo 13
Seja G = ({S,X,Y,Z,A,B}, {a,b,u,v}, S, P), onde
P={ S—XYZ
X —> AXA | BXB| Z | A,
Y > AYB|BYA | Z| A,
Z—>Zu|Zv|\,
A —a,
B— b}

1°. Fase: Retirada das producgdes vazias

Etapa 1.1: Defini¢ao do conjunto de variaveis que constituem produgdes vazias (Vy)
Vo={X,Y,Z},jaque X > A Y >A eZ>A
Mas como S — XYZ e todas essas variaveis ja pertencem a V;, entdo S pertence, também a V;,
Entdo V;,, = {S, X, Y, Z}

Etapa 1.2: Defini¢ao do conjunto de produgdes sem produgdes vazias.
Primeiramente, fardo parte do conjunto de producdes, as producdes que ndo siao vazias, ou seja,
A—>ala#l}
Entdo, P, = {S>XYZ,X > AXA |BXB|Z,Y > AYB |BYA|Z,Z > Zu | Zv,A — a, B> b}
Depois, serdo incluidas as producdes que obedecem a regra:
SeA—>aePeXeViytalquea=ao; Xoye ajop #A faga P1=P,U { A > oy, }

Assim,
P=PLu{S>YZ|XZ|XY|X|Y|Z, X>AA|BB,Y >AB|BA,Z—>u|v}
Portanto P, = {S>XYZ | YZ | XZ | XY | X|Y |Z, X—> AXA |BXB|Z | AA | BB,

Y > AYB|BYA|Z|AB|BA, Z—> Zu|Zv|u|v, A—>a, B>b}

Etapa 1.3: Inclusdo de geracao da palavra vazia, se necessario (S — A)
A palavra vazia pertencia a linguagem, portanto precisa ser recolocada.
Portanto, G, = ({S,X,Y,Z,A,B}, {a,b,u,v}, S, P»), onde
P,={SoXYZ|YZ|XZ|XY |X|Y|Z|\ X—> AXA|BXB|Z|AA|BB,
Y > AYB|BYA|Z|AB|BA,Z—>Zu|Zv|u|v,A —>a, B—>b}
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2% Fase: Retirada de producdes da forma A —> B
Etapa 2.1: Construgdo do fecho de cada variavel
fecho-S = {X,Y,Z}

fecho-X = {Z}
fecho-Y = {Z}
fecho-Z = ®
fecho-A = @
fecho-B = @

Etapa 2.2: Exclusao das produgdes da forma A — B.
Primeiramente, forme o conjunto de produgdes excluindo as produgdes da forma A — B
P;={S>XYZ|YZ|XZ|XY |\, X— AXA | BXB| AA | BB,
Y > AYB|BYA|AB|BA,Z—> Zu|Zv|u|v,A —>a, B> b}

Passe por todas as varidveis e seus fechos e faga:

Para variavel X e Z em seu fecho, acrescentaremos: X - Zu | Zv |u | v

Para variavel Y e Z em seu fecho, acrescentaremos: Y — Zu | Zv |u | v,

Para variavel S e X em seu fecho, acrescentaremos: S — AXA | BXB| AA | BB

Para variavel S e Y em seu fecho, acrescentaremos: S — AYB | BYA | AB | BA

Para variavel S e Z em seu fecho, acrescentaremos: S — Zu|Zv |u|v,

Assim, P3 = { S5XYZ |[YZ|XZ|XY|LAXA | BXB|AA BB |[AYB BYA |AB|BA |Zu |Zv |u |V,
X —>AXA |BXB|AA|BB|Zu|Zv|u|v,
Y > AYB|BYA|AB|BA|Zu|Zv|u]|v,
Z—>7Zu|Zv|u|v, A—>a,B->b}

3" Fase: Retirada de simbolos nao usados

Etapa 3.1: Garantia de que qualquer variavel gera terminais.
V=0,
Vi=OU{W|W-o>a ePea e (abuv)*}={S,X,Y,Z, A, B}
Assim, P3 ndo se altera.

Etapa 3.2: garante que qualquer simbolo ¢ atingivel a partir do simbolo inicial.

T2 = q);

Vy={S};

1%, interagdo - verifica quais variaveis sido “vistas” pelas variaveis que estio em V, = {S}.
Assim, Vo, = {S} U {X,Y, Z, A, B} = {S, X,Y,Z,A,B}
Verifica quais terminais sdo “vistos” pelas variaveis que estdo em V;
Assim, T,=® U {a,b,u,v}={a,b,u, v}

Entio V,={S, X, Y,Z,A,B} e T, ={a,b,u, v}

Portanto a gramatica simplificada é:

Gs; =({S,X,Y,Z,A,B}, {a,b,u,v}, S, P3), onde:

P;={ S5XYZ|YZ|XZ|XY|A|AXA |BXB|AA |BB|AYB|BYA|AB|BA| Zu|Zv|u]|v,
X —> AXA |BXB|AA |BB|Zu|Zv|u|v,
Y > AYB|BYA|AB|BA|Zu|Zv|u|v,
Z—>Zu|Zv|u|v, A—>a B-o>b}
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6. Formas Normais

Existem vérios conjuntos de formas normais para linguagens livres de contexto. Algumas delas sdo mais
uteis e sdo mais estudadas. Aqui serdo vistas duas: a Forma Normal de Chomsky e a Forma Normal de
Greibach.

Uma forma normal, a pesar de impor restricdes sobre as gramaticas, ¢ suficientemente abrangentes para
permitir que qualquer gramatica tenha uma gramatica equivalente na forma normal.

6.1. Forma Normal de Chomsky

Definicao 6

Uma Gramatica Livre de Contexto ¢ dita estar na Forma Normal de Chomsky se todas as produgdes sao
da forma:

A—>BC ou A—>a
Onde A, B e C sdo variaveis e a € um terminal.

Teorema 1

Qualquer Gramatica Livre de Contexto G =(V, T, S, P) com A ¢ L(G)
tem uma gramatica Gtne = (Vines Tnes S, Piinc)
na Forma Normal de Chomsky

Algoritmo
Transforma uma Gramatica Livre de Contexto em uma Gramatica na Forma Normal de Chomsky em trés
etapas:
Etapal: Simplificagdo da gramatica
Etapa2: Transformacao do lado direito das produgdes de comprimento maior ou igual a dois.
Etapa3: Transformagdo do lado direito das produ¢des de comprimento maior ou igual a trés, em
produgdes com exatamente duas variaveis.
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Etapal: Simplificacdo da gramatica
A gramatica resultante desta etapa ¢: G; = (Vy, Ty, S, P))

Etapa2: Transformacao do lado direito das producées de comprimento maior ou igual a dois.
A gramatica resultante desta etapa ¢: G, = (Va, Ty, S, P2), onde V; e P, sdo construidos através da rotina
abaixo:

V,=Vy;
P, =Py,
Para toda produgdo A — XX, ... X, € P, talquen>2 faca
se r e {l,..,n}, X;¢um simbolo terminal
entdo (suponha X; = a)
Vo=V, uU {C,};
substitui a pela variavel C;em A - XX, ... X;, € Py
P,=P, U {Ca—>a};

Etapa3: Transformac¢ao do lado direito das producées de comprimento maior ou igual a trés, em
producdes com exatamente duas variaveis.

A gramatica resultante desta etapa ¢: G3 = (V3, Ty, S, P3), onde V3 e P3 sdo construidos através da rotina
abaixo:

V3= Vy,
P; = Py;
Para toda producdo A — BB, ... B, € P3 tal que n > 3 faga
P3=P3—{A —)Ble...Bn};
V3 = V3 v { DiD,.. D> };
P3 = P3 v {A e B1D1, Dl—) B2D2, ceey Dn_3 —> Bn_an_z, Dn_z—) Bn.1Bn};

Exemplo 14
Considere a Gramatica G = ({S}, {+, *,[, ], x},P,S),ondeP={S—>S+S|S*S|[S]|x}

Etapal: Simplificagdo — ja estd simplificada

Etapa2:
V.=V = {8}
P,=P={S—>S+S|S*S|[S]]|x}
Para  toda producio A - XX, ... X, € P, tal quen >2
S—>S+S
Faga: se parar e {1, ..., 3}, X; ¢ um simbolo terminal
entdo (suponha X, = +)
Vo={S} u {C:}={S,C:}
S—>SC:S
P,={S—>SC: SIS*S|[S]|x} U{Ci—>+}=
P,={S—>SC; SIS*S|[S]|x, C;t—>+}
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S—>S*8S
Faga se r € {1, ..., 3}, X; ¢ um simbolo terminal
entdo (suponha X; = *)
V2={S, C+}U{C*}={S, C+,C*}
S—>SC+S
P,={S—>SC; S|SC« S|[S]]x, Cs > +} U{Cs> *} =
P,={S—>SC; SISC« S|[E]|x, Cs >+, Cx—> *}
S—>I[S]
Faca se r e {1, ..., 3}, X; ¢ um simbolo terminal
entdo (suponha X; =)
Vo={8, C,Cs} U {C} = { S, C,C,C(}
S—>C;S]
P,={S—>SC: S|SC« S|C; S]|x, Ct >+} U{C[—>[}=
P2={S—>SC+ S|SC* S|C[ S]|X, C+—)+,C[—)[}
entdo (suponha X; =1])
Vy = { S, C+,C*,C[} (¥ {C]} = { S, C+,C*,C[,C]}
S—)C[SC]
P,={S—>SC; S|SC: S|C; SCj |x, Cs >+ C > [} u{C—>]}
P,={S—>SC; S|SC- S|C; SC |x, Cs>+C > [C—> 1}

Entdo V, = { S, C.,C+,C,Cy}
P,={S—>SC; S|SC+ S|C; SC |x, Cs>+HC>[C—1}

Etapa3:

V3 = Vz = { S, C+,C*,C[,C]}

P;=P,={S—>SC: S|SC+ S|C; SC; |x, C; >+, C > [C—> 1}

Para toda producdo A —» BB, ... B, € P; talquen>3
S—>SC: S
P;=P;—{S—>SC, S}={S—>SC- S| SC |x, Ci >+ C—>[,C—> ]}
V3=V3U{D1}={S, C+,C*,C[,C],D1}
P;=P; U{S—)SD],D]-)C+S}:

={S—>SC-S|C SC; |x|SDy, Cx>+,C—>[,C;—>],Di—> C: S}

S—>SC+ S
P3=P3—{S—)SC* S}=
:{S—)C[ SC] |X|SD1, C+—)+,C[—)[,C]—)],D1—)C+S}
V3:V3U{D2} = { S, C+,C*,C[,C], Dl,Dz}
P3=P3 v {S—)SDZ,DZ_)C* S}=
:{S—)C[SC]’X‘SDl‘SDz, C+—)+,C[—)[,C]—)],D1—>C+S,D2—>C*S}

S—> C[ S C]
P3:P3—{S—>C[ SC]}:
= {S—) X|SD1 | SD2, C+—)+,C[—)[,C]—)],Dl—)C+S,D2—)C* S}
V3 = V3 |\ { D3} = { S, C+,C*,C[,C], D], Dz, D3}
P;=P; U {S—)C[D3,D3—)SC]}=
= {S —> X|SD1|SD2|C[D3, C+—)+, C[—)[, C]—)], D;—C; S, D,—C+ S, D;—S C]}
-15-
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Portanto, a Gramatica na Forma Normal de Chomsky, pode ser dada por:

anc = (Vﬁ‘lca Tfnc> Sa anc)a onde
me: { S, C+,C*,C[,C], D], Dz, D3}
Tfnc: {+= *9 [7 ]a X}
anc = {S — X,

S — SD;.

S—> SDZ’

S—> C[D3,

C+—)+,

Exemplo 15
Considere a Gramatica G = ({S, A, B}, {a,b}, S, P), P={S — abAB, A —»> bAB|A, B >BAa|A[A}

Etapal: Simplificacio

1°. Fase: Retirada das producoes vazias

Etapa 1.1: Defini¢do do conjunto de variaveis que constituem producdes vazias (V)
Vi={A,B},jaque A—>AeB—> A
Entdo V; = {A,B}

Etapa 1.2: Defini¢ao do conjunto de produgdes sem produgdes vazias.
Primeiramente, fardo parte do conjunto de producdes, as producdes que nio sdo vazias
Entdo, P; = {S —> abAB, A - bAB, B »>BAa| A}
Depois, serdo incluidas as producdes que obedecem a regra:
Sed >aePeXeVtalquea=o; Xoe oy #4 faca P, =P, U{A > o, }
Assim, Py=P; U {S —>abB |abA|ab, A—>DbB|bA|b, B—>Ba|Aa]a}
Portanto P; = { S — abAB| abB | abA | ab, A > bAB |bB|bA |b, B —>BAa|A|Ba|Aa|a}

Etapa 1.3: Inclusdo de geracdo da palavra vazia, se necessario (S — 1)
A palavra vazia ndo pertencia a linguagem, portanto ndo precisa ser recolocada.

Portanto, G, = ({S, A, B}, {a,b}, S, Py), onde
P, ={S —> abAB| abB | abA | ab, A > bAB |bB |bA|b, B —>BAa|A|Ba|Aa|a}

2% Fase: Retirada de producoes da forma A — B
Etapa 2.1: Constru¢do do fecho de cada variavel

fecho-S =@
fecho-A = ®
fecho-B = {A}
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Etapa 2.2: Exclusdo das produgdes da forma A — B.
Primeiramente, forme o conjunto de produgdes excluindo as produ¢des da forma A — B
P,={S — abAB|abB | abA |ab, A > bAB |bB |bA|b, B—>BAa|Ba|Aa|a}
Passe por todas as varidveis e seus fechos:
Para fecho-B = {A}, acrescentaremos: B— bAB |bB | bA | b
Assim, P, ={S—abAB]| abB |abA |ab, A—>bAB | bB | bA | b, B>BAa |Ba| Aa| bAB | bB | bA |ab}

Portanto, G, = ({S, A, B}, {a,b}, S, P,), onde
P, ={S—abAB]| abB |abA |ab, A—>bAB | bB | bA | b, B>BAa |Ba| Aa | bAB | bB | bA |ajb}

3% Fase: Retirada de simbolos nao usados

Etapa 3.1: Garantia de que qualquer variavel gera terminais.
Vz = (D;
V=0 U {W|W>0a €ePea e (ab)*} ={S, A, B}
Assim, P, ndo se altera.

Etapa 3.2: garante que qualquer simbolo ¢ atingivel a partir do simbolo inicial.

T; = @;

Vi ={S};

1°. interagdo - verifica quais varidveis sdo “vistas” pelas varidveis que estio em V3 = {S}.
Assim, V3= {S} U { A, B} = {S, A,B}
Verifica quais terminais sdo “vistos” pelas variaveis que estdo em V;
Assim, T; =0 U {a,b}=1{a,b}

Entdo V;={ S, A, B} e T = {a, b}

Portanto a gramatica simplificada é G, = ({S, A,B}, {a,b}, S, P,), onde:
P,={ S— abAB|abB |abA | ab,

A —> bAB |bB | bA | b,

B —> BAa|Ba|Aa|bAB |bB|bA |a|b}

Etapa2: Transformacao do lado direito das producées de comprimento maior ou igual a dois.
V3 = {S:A’B}:
Py = {S—> abAB | abB | abA | ab, A —> bAB | bB | bA | b, B —> BAa|Ba| Aa|bAB | bB |bA|a|b};
V;=V;u {Ca , Cb} = {S,A,B,Ca,Cb};
deve-se acrescentar as produgdes: {C, > a, C, — b} e fazer as substituigdes.
Py={ S— C,CbAB|C.CyB | C.ChA | C,Ch, A — C,AB | CyB | CuA | b,
B — BAC, | BC, | AC, | CLbAB | CuB | CyA | a | b, C,—>a, C, — b};

Etapa3: Transformacio do lado direito das producdes de comprimento maior ou igual a trés, em producdes
com exatamente duas variaveis.
V4=V;={S,A,B,C;,Co};
P, = Ps;
Verifique as produgdes que possuam mais de 2 varidveis e as retire de Py
Entdo: P4, = {S— C,Cyp, A> C,B|C,bA|b,B—>BC,| AC,|C,B|CyA|a|b, C,—> a, C, > b};
Para cada produgdo retirada, { S—» C,C,AB | C.CyB | C,C,A, A — C,AB, B —» BAC,| C,LAB}
S— C,C,AB
V4 = V4 U {Dl, Dz} = {S,A,B,Ca,Cb,Dl, Dz}
Py,=P, U {S > C,D;, D;— Cy,D,, D, > AB}
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S— C,CyB
V4s=V4u {D3} = {S,A,B,Ca,cb,Dl,Dz,Dg.}
P,=P, U {S — C,D;, D3> CbB}
S— C,CoA
Vis=Vyu {])4}> = {S,A,B,Ca,cb,D1,D2,D3,D4}
P,=P, U {S —> CaD4, Ds— CbA}
A - C,AB
Vis=V4u {D5} = {S,A,B,Ca,cb,D1,D2,D3,D4,D5}
P4 = P4 o { A— CbD5, D5—) AB}
B - BAC,
Vy=V4U {Dg} = {S,A,B,C,,Cy,D1,D,,D3,D4,D5,D¢}
P,=P, U { B— BDs, Dgo> AC,)
B —» C,AB
Vi=Viu {D7} = {S,A,B,Ca,cb,D1,D2,D3,D4,D5,D6,D7}
Ps,=P; U { B> CbD7, D,— AB}

Portanto, a Gramatica G = ({S, A, B}, {a,b}, S, P), P = {S —» abAB, A — bABJ|A, B >BAaJAJA}, na
Forma Normal de Chomsky é:
G= ({S,A,B,Ca,Cb,Dl,DZ,D3,D4,D5,D6,D7}, {a,b}, S, P4),
P4 = { S— CaCb | CaDl | CaDg | CaD4
A—)CbB|CbA|CbD5|b
B—)BCa]ACa|CbB|CbA|BD6|CbD7|a]b
Dl—) Csz,
D, —» AB,
D3—) CbB,
Ds— GhA,
Ds— AB,
Dé—) ACa,
D— AB,
C.—a,
Cob—Db }

6.2. Forma Normal de Greibach

Definicao 7

Uma Gramatica Livre de Contexto ¢ dita estar na Forma Normal de Greibach se todas as producdes sao
da forma:
A—> aa

Onde A é uma variavel, a ¢ um terminal e o € uma cadeia de variaveis.
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Teorema 2

Qualquer Gramatica Livre de Contexto G =(V, T, S, P) com A ¢ L(G)
tem uma gramatica Gmg = (Ving, Ttng, S, Ptng)
na Forma Normal de Greibach

Algoritmo

Transforma uma Gramatica Livre de Contexto em uma Gramatica na Forma Normal de Greibach em seis
etapas:

Etapa 1: Simplificacdo da gramatica

Etapa 2: Renomeacao das variaveis em uma ordem crescente qualquer

Etapa 3: Transformag¢ao de produgdes para a forma A; - Asor, onder<s

Etapa 4: Exclusdo das recursoes da forma A; — A.a.

Etapa 5: Um terminal no inicio do lado direito de cada produgao.

Etapa 6: Produgdes na forma A — aa onde o € composta por variaveis.

Etapal: Simplificacdo da gramatica
A gramatica resultante desta etapa ¢: G; = (Vy, Ty, S, P))

Etapa2: Renomeacio das variaveis em uma ordem crescente qualquer
A gramatica resultante desta etapa ¢: G, = (Va, T1, S, P») onde V; e P, sdo construidos como segue:
Supondo que o cardinal de V; é n,

Vo={Aj, Ay, ..., Ay} e V) onde as variaveis sdo renomeadas;

P, é P; renomeando as variaveis nas produgoes.

Etapa 3 e 4: Transformacido de producdes para a forma A, > Ao , onde r < s e Exclusdao das
recursoes da forma A, > Aq.

A gramatica resultante destas duas etapas realizadas em conjunto ¢: G; = (V3, Ty, S, P3) onde V3 e P; sdo
construidos como a rotina a seguir e supondo o cardinal de V, =n

P3; =Py

V3=V,

Para r variando de 1 até n faga

Para s variando de 1 até r-1 faca
Para toda produgao A, - Asa € P; faca
Excluir a producao A, — Asa de P;
Para toda producdo Ay — B € P; faca
P3=P3U{Ar—)BOL}
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Para toda produgdao Ar — Ara € P3 faca

Excluir a produgdo A, = A,a de Ps

V3 = V3 () {Br}

P;=P;U {B;—>a } U {B,—> aB}
Para toda produgdo A, = @ € P; tal que @ nio inicia por A; e alguma A; — A;a foi excluida
faca

P3:P3U {Ar—)q)Br}

Etapa 5: Um terminal no inicio do lado direito de cada producio.
A gramatica resultante destas duas etapas realizadas em conjunto é: G4 = (V3, Ty, S, Ps) onde Ps €
construido a partir da rotina:

P4=Ps;
Para r variando de n-1 até 1 e toda A; —> Asa € P4 faga
Excluir a produgdo A; — Asa de ps;
Para toda produgdo A; — 3 € P4 faga
Ps,=P,u {Ar—)BOL}

Também ¢ necessario garantir que as producdes relativas as variaveis auxiliares Br iniciam por um
terminal do lado direito, como segue:

Rotina para producdes B,

Para toda produgdo B, - AsB; € P4 faca
Excluir a produgdo B, - Ap; de P4
Para toda produgdo A — aa faca

P,=Psu { B,— a(lBr}

Etapa 6: Producdes na forma A — aa onde o é composta por variaveis.
A gramatica resultante desta etapa é: Gs = (V4, T1, S, Ps) onde Ps é construido a partir da rotina:

V4=Vs;
Ps =Py,
Para toda produgdo A — aX;X; ... X, € Ps faca
se parar € {1, ...,n}, X; ¢ um simbolo terminal
entdo (suponha X; =Db)
V4 = V4 |\ {Cb};
substitui b pela varidvel Cp em A — aX; X, ... X;, € Ps;
Ps=P5; U {Cb —)b},

-20-
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Exemplo 16
Considere a Gramatica Livre de Contexto G = ({S,A}, {a,b},S,P)onde P={S —> AA|a, A > SS|b}

Etapal: Simplificacdo da gramatica
A gramadtica ja esta simplificada.

Etapa2: Renomeacio das variaveis em uma ordem crescente qualquer
G; =(V,, T, S, P,) onde V, e P, sdo dados abaixo:
Vo={A, As}
P2:{A1 —)A2A2|3,A2—)A1A1 |b}

Etapa 3 e 4: Transformacio de produc¢des para a forma A, > Ao , onde r < s e Exclusido das
recursoes da forma A, —> A,a.
P3:P2:{A1 —)A2A2|3,A2—)A1A1|b}
Vi=V,={A}, As};
Para r =1 (até 2) faga
Paras=1 (atér-1=0) .....
Paratoda A; > Aja ¢ P3 ...
Para toda A; = @ < P; tal que @ ndo inicia por A; e alguma A; — A;a foi excluida ....

Parar =2 (até 2) faca
Paras=1 (até 1)
Para A, »> Ao € P;, portanto A, > AjA; (@ =A)
Excluir A2 —> A1A1 de P; entdo P; = { A1 —> A2A2 | a, A2 —> b}
Paratoda A; > B € P;,ouseja, Ay > AyA,e Ay —> a, faga
P;=P;u {Az—)BOL } =P;u {Az—)AzAzAl} |\ {A2—>aA1}
P3 = { A1 —> A2A2 | a, A2 —b | A2A2A1 | aAl}

Para toda A, > Aya € P;, portanto: A, > AyA,A, com a = AyA,, faca
Excluir A; &> A, AyA| de P5, portanto P; = { A > AyA; |a, A, > b|aA}
V3 = V3 U {Bz} = {Al, A2, Bz}
P3 = P3 o {Bz —> A2A1 } & {B2 —> AzAle}
P3 = { A1 - A2A2 | a, Az —b | aAl, Bz —> AzAl | A2A1B2}

Para toda A, > @ € P;,ouseja: A, > b|aA;, e Ay > A, AyA foi excluida faga
P3:P3U {Az—)(DBz}:P3U {A2—>bB2|aA1B2}
P3 = { A1 —> A2A2 | a, A2 —->b | aA1 | b B2 | aAle, B2 —> A2A1 | A2A1B2}

Assim, G; = ({Aj, Az, By}, {a,b}, S, P;) onde
P3: { A1 e A2A2 | a, A2 —b | aA1 | bB2 | aAle, B2 —> A2A1 | A2A1B2}

Etapa 5: Um terminal no inicio do lado direito de cada producio.
Py= { A] - AzAz | a, A2 —b | aAl | bB2 | aAle, B, > AzA] | AzA]Bz}

Parar=2 (até 1) e toda A, > Aot ¢ Py .....

Parar=1 (até 1) e toda A; > Ao € P4, entdo A > AA; ,coma = A, , faca
Excluir A; — A,A; de P4, entdo

P4 = { A1 — a, A2 —b | aA1 | bB2 | aAle, Bz e A2A1 | AzAle}
Paratoda A, —> 3 € P4, ouseja: A, > b|aA,|bB,|aAB,, faca
P4 = P4 9 { A1 —> BQ,} = P4 & { A1 —> bA2 | aA1A2 | bB2A2 | aA1B2A2 }
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P4 = { A1 e bA2 | aA1A2 | bB2A2 | aA1B2A2 | a, A2 —b | aAl | bB2 | aAle,
B2 —> A2A1 | A2A1B2}

Para toda B, — AB; € P4, ou seja, B, &> AxA; | A,A B, faca
B, > AzA], entdor = 2, As = Az (& BT = A]

Excluir B, — A»A; de P4, entdo

P,= { A1 d bA2 | aA1A2 | bB2A2 | aA1B2A2 | a, A2 —>b | aA1 | bB2 | aAle,
B2 —> A2A1B2}

Para toda A, — aa, ou seja, A, > b |aA; | bB, | aAB,, faca

Ps=Psu { B,—> aocBr} =Psu { B,—> bA1| aA1A1| bB2A1 | aAleAl}

P4 = { A1 —> bA2 | aA1A2 | bB2A2 | aA1B2A2 | a, Az —b | aA1 | bB2 | aAle,
B, —> A2A1B2| bA1| aA1A1| bB2A1 | aAleAl}

B, > AzA]Bz, entdor = 2, As = Az (& BT = A1B2
Excluir B, - A, A|B, de Py, entdo
Ps= { A1 —> bA2 | aAlAz | bB2A2 | aA1B2A2 | a, Az —b | aAl | bB2 | aAle,
B2 —> bA1| aA1A1| bB2A1 | aAleAl}

Para toda A, — aa, ou seja, A, > b |aA; | bB; | aA|B,, faca
Ps=Psu {B2—>aa[3r} =Psu {Bz —b A1B2| aA1 A1B2| bB2 A]Bz | aAle A]Bz}
P4 = { A1 —> bA2 | aA1A2 | bB2A2 | aA1B2A2 | a, A2 —b | aAl | bB2 | aAle,

B2 e d bA1| aA1A1| bB2A1 | aA1B2A1| bA1B2| aA1A1B2| bB2A1B2 | aAleAle}

G4 = ({Al, A2, Bg}, {a,b}, Al, P4) com
P,= { A1 —> bA2 | aAlAz | szAz | aA1B2A2 | a, A2 —b | aA1 | bB2 | aAle,
B2 —> bA1| aA1A1| bB2A1 | aA1B2A1| bA1B2| aA1A1B2| bB2A1B2 | aAleAle}

Etapa 6: Producdes na forma A — ao onde o é composta por variaveis.
Toda producdo A — aa, o € composta por variaveis. Entdo ndo tem nada para fazer.

Portanto, a Gramatica G = ({S,A}, {a,b},S,P)ondeP={S —> AA|a, A— SS|b}
na Forma Normal de Greibach é:
G4 = ({Al, Az, Bz}, {a,b}, Al, P4) com
P4: { A] —> bA2 | aAlAz | szAz | aAleAz | a,
Az —b | aA1 | bB2 | aAlBg,
B2 - bA1| aA1A1| bB2A1 | aA1B2A1| bA1B2| aA1A1B2| bB2A1B2 ’ aAleAle}
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Exemplo 17
Considere a Gramatica Livre de Contexto G = ({S,A}, {a,b}, S, P),P= {S — aSaA | A, A —> abA | b}

Etapal: Simplificacio

1°. Fase: Retirada das producoes vazias — nao ha producées vazias

2%, Fase: Retirada de producdes da forma A —> B
Etapa 2.1: Construcdo do fecho de cada variavel
fecho-S = {A}
fecho-A = ©

Etapa 2.2: Exclusdo das produ¢des da forma A — B.
Primeiramente, forme o conjunto de produgdes excluindo as produgdes da forma A — B
P,={S —>aSaA,A > abA |b}
Passe por todas as variaveis e seus fechos:
Para fecho-S = {A}, acrescentaremos: S — abA | b
Assim, P, ={ S — aSaA |abA |b, A —> abA | b }

Portanto, G, = ({S, A, B}, {a,b}, S, P;), onde P, ={S — aSaA |abA|b, A — abA|b}

3% Fase: Retirada de simbolos nao usados

Etapa 3.1: Garantia de que qualquer variavel gera terminais.
V, =0,
V=0 U {W|W-o>a ePea e (ab)*} ={S, A}
Assim, P, ndo se altera.

Etapa 3.2: garante que qualquer simbolo € atingivel a partir do simbolo inicial.

T3 = q),

Vi={S};

1°. interagdo - verifica quais variaveis sdo “vistas” pelas variaveis que estdo em V3 = {S}.
Assim, V3= {S} U { A }={S, A}
Verifica quais terminais sdo “vistos” pelas variaveis que estdo em V;
Assim, T; = ® U {a, b} = {a, b}

Entdo V;={S, A} e T; = {a, b}

Portanto a gramatica simplificada é G, = ({S, A}, {a,b}, S, P,), onde:
P,={ S —>aSaA|abA|b,
A —>abA |b}

Etapa2: Renomeacio das variaveis em uma ordem crescente qualquer
G3:({A1,A2},T, S,P3),P3: {Al —>aA1aA2|abA2|b, A2—)3.bA2|b}

Etapa 3 e 4: Transformacio de produc¢des para a forma A, > Ao , onde r < s e Exclusido das
recursoes da forma A, —> A,q.

Como ndo temos A, = Asa, r < s enem A, - A0, nada muda.
G3 :(VS: T, So P3) 3V3:{A13 Az}, P;= {A] —>aAjaA; | abAz | b, A2—>abA2 | b }
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Etapa 5: Um terminal no inicio do lado direito de cada producio.
Como ja temos um terminal no inicio de cada produgdo, nada se altera.
G3 :(VS: T, So P3) 3V3:{A13 Az}, P;= {A] —>aAjaA; | abAz | b, A2—>abA2 | b }

Etapa 6: Producdes na forma A — ac. onde o é composta por variaveis.
Vi=Vi={A,, As};
P4:P3:{A1 —>aA1aA2|abA2|b, A2—>abA2|b}
Como temos terminais em o, entdo se retira essas producdes de Py , ficando Py, ={ A; > b, A, > b }
Faz: V4 = V4 |\ {Ca, Cb} = {Al, Az, Ca, Cb};
E: P4:P4 U {Ca—>a,Cb—>b};
Substitui os terminais nas producgdes excluidas: { A; > a Aja A, |abA,, Ay > ab A, }
Obtendo: {Al —a Al Ca A2 , A1 —a Cb A2 ,A2 —a Cb A2 }
Entdo: V4= {A,, A,, Ca, Cb};
Py={ A; > aA|C,A, | aCyA; | b, A; > aCyA;|b,C, —> a, C, > b}

Portanto, a Gramatica G = ({S,A}, {a,b}, S, P),P= {S —» aSaA | A, A > abA | b},
na Forma Normal de Greibach é:
G4 = ({Al, Az, Ca, Cb}, {a,b}, Al, P4),
P4 :{ Al —> aAICaAg | aCbAz ’ b,
A2 4 aCbA2 ‘ b )
C.—a,
Cp— b}

7. Automatos com Pilha (Pushdown Automata)

Os aceitadores ou reconhecedores das Linguagens Livres de Contexto sdo os Autdmatos com Pilha. Os
Autdmatos com Pilha podem ser deterministicos ou ndo deterministicos. Os mais usuais sdo os Automatos
com Pilha ndo deterministicos.

Esses Autdmatos possuem uma memdria auxiliar para o processamento da entrada. Essa memoria ¢é
definida como sendo uma pilha que ndo possui limite maximo de armazenamento, portanto, sendo infinita.
Por ser uma pilha o ultimo simbolo gravado na pilha é o primeiro a ser lido.

Enquanto os Autdmatos Finitos eram definidos como sendo M = ( Q, Z, d, qo, F), onde
Q — conjunto finito de estados
¥ — alfabeto de entrada, conjunto finito de simbolos
d — fungdo de transi¢ao ou fun¢do programa definido por 8: Qx X — Q
qo — estado inicial (qo € Q)
F — conjunto de estados finais (F € Q)

O Automato com Pilha pode ser definido como abaixo.
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Definicao 8

Um Automato com Pilha Nao Deterministico (APND) ¢ definido pela sétupla: M = (Q, %, T', 3, qo, z, F)

Onde: Q — conjunto finito de estados
Y — alfabeto de entrada, conjunto finito de simbolos
I" — conjunto finito de simbolos, chamado de alfabeto da pilha
8 — fungdo de transigdo ou fungio programa definido por 8: Q x (U {A}) x (T U {A}) — 29
qo — estado inicial (qo € Q)
z — simbolo inicial da pilha (z e ')
F — conjunto de estados finais (F € Q)

Exemplo 18
Seja a funcdo de transi¢do 8(q, a, b) = {(qa, cd), (g3, )}
Entdo:
Se em algum momento, o AP estiver no estado y, o simbolo lido ¢ a e o simbolo desempilhado ¢ b (o
topo da pilha continha b)
Entao: vai para o estado 2 ¢ c¢d ¢ empilhado
vai para o estado q3 e nada ¢ empilhado

Assume-se que a inser¢ao de um conjunto de simbolos (por exemplo o cd do exemplo anterior) na pilha ¢
feita simbolo por simbolo, da direita para a esquerda.

Exemplo 19
Seja o Automato com Pilha Nao Deterministico:
M= ({ 90> q1, 92, q3}9 {aa b}a {Oal}n 85 9o, 0, {Cl3})9 onde:
5(qo, a, 0) = {(q1,10), (g3, 1)},
5(qo, A, 0) = {(q3,1)},
3(qi, a, 1) = {(qi,11)},
6(q1, b, 1) = {(qa, M)},
8(q2, b, 1) = {(q2, )},
5(q2, A, 0) = {(q3, 1)}

A leitura das fungdes de transi¢ao pode ser feita:

S(qu a, O) = {(qlalo)a (q39 7\’)}
Estando no estado qg, lido o simbolo a e desempilhado o simbolo 0,
entdo desempilha 0 e pode-se ir para q; € empilhar 10 ou ir para q3 € ndo empilhar nada.

S(q()’ 7\'7 O) = {(q3’}“)}
Estando no estado qg, lido o simbolo A e desempilhado o simbolo 0,
entdo desempilha 0, vai para qz ¢ ndo se empilha nada.
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S(qlv a, 1) = {(ql’ll)}
Estando no estado q;, lido o simbolo a e desempilhado o simbolo 1,
entdo desempilha 1, vai para q; ¢ empilha-se 11.

d(q1, b, 1) = {(q2, M)},
Estando no estado qy, lido o simbolo b e desempilhado o simbolo 1,
entdo desempilha 1, vai para q; ¢ ndo se empilha nada.

8(q2, b, 1) = {(q2, M)},
Estando no estado qa, lido o simbolo b e desempilhado o simbolo 1,
entdo desempilha 1, vai para q; € nao se empilha nada.

8(q2, A, 0) = {(q3, 1)}
Estando no estado (32, “lido” o simbolo A e desempilhado o simbolo 0,
entdo desempilha 0, vai para q3 € nao se empilha nada.

7.1. A linguagem aceita por um Automato com Pilha

Definicao 9

Um Automato com Pilha Nao Deterministico (APND) ¢ definido pela sétupla:
M= (Qa 27 ra 67 o, Z, F)
A linguagem aceita por M ¢ o conjunto:

LM)={w e Z* (qo, W, z) F* m(p, A, u),p € F,u e T'*}

Ou seja, a linguagem aceita por um automato € o conjunto de todas as cadeias/palavras que podem colocar
o autdmato em um estado final quando atingir o fim da string. O contetido da pilha ¢ irrelevante para essa
definigao.

Considerando o APND do exercicio 19,

M= ({ Jo, q1, 92, q3}3 {aa b}’ {0’1}3 65 o, 0’ {q3})9 onde:
3(qo, a, 0) = {(q1,10), (g3, M)},

8(qo, A, 0) = {(q3,M)},

3(qi, a, 1) = {(qi,11)},

3(q1, b, 1) = {(q2, M},

8(qz, b, 1) = {(q2, M)},

3(q2, A, 0) = {(qs, M)}

Sabendo-se que:
qo — estado inicial
0 — simbolo inicial da pilha, portanto Pilha = {0}
{q3} — conjunto de estados finais
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Pode-se intuitivamente concluir:
(1) As cadeias {a, A} sdo reconhecidas pelo automato, ja que:

Por 6(qo, a, 0) = {(q3, 1)}, chega-se ao estado final. Portanto a ¢ reconhecida pelo autdomato.
Por d(qo, A, 0) = {(qg3, A)}, chega-se ao estado final. Portanto A € reconhecida pelo automato.

(2) A cadeia {ab} ¢ reconhecida pelo automato, ja que:
Pilha = {0}
Por 8(qo, a, 0) = {(q1,10)}, Pilha = {10}
Por 8(qy, b, 1) = {(q2, 1)}, Pilha = {0}
Por 8(qz, A, 0) = {(qs, A)}, Pilha = {}

(3) A cadeia {aabb} ¢ reconhecida pelo autémato, ja que:
Pilha = {0}
Por 6(qo, a, 0) = {(q1,10)}, Pilha = {10}
Por 8(q1, a, 1) = {(q1,11)}, Pilha= {110}
Por 8(q1, b, 1) = {(q2, 1)}, Pilha = {10}
Por 8(qi1, b, 1) = {(q2, 1)}, Pilha = {0}
Por 8(q2, A, 0) = {(qs, 1)}, Pilha = {}

Percebe-se que esse autdmato reconhece a linguagem:
L= {a,A\,ab,aabb, ...} = {a"b": n>0} U {a}

Exemplo 20

Seja a linguagem L = {w € {a,b}* | w possui 0 mesmo numero de a ¢ de b}

Entdo o automato M = ({qo, q¢}, {a, b}, {0, 1, z}, 3, qo, z, {qs}), onde:
3(qo, A, 2) = {(ar, 2)},
8(q07 a, Z) = {(q0> OZ) }7
S(qo, bs Z) = {(qu 1Z)},
3(qo, a, 0) = {(qo, 00)},
(qo, b, 0) = {(qo, M)},
3(qo, a, 1) = {(qo, M)},
8(qo, b, 1) = {(qo, 11)}.

Processando:
(qo, baab, z)  F (qo, aab, 1z)
F (qo, ab, z)
F (qo, b, 02)
F(qo, A, 2)
F (qs, A, z) = aceita baab

(qo, aab, z)  F (qo, ab, 0z)
F (qo, b, 002)
+(qo, A, 0z) = nio aceita aab
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Exemplo 21
Seja a linguagem L = {wwR |we {a,b}"}
Entdo o automato M = ({ qo, qi1, qs}, {a, b}, {a, b, z}, 3, qo, z, {qr}), onde:
8(qo, a, a) = {(qo, aa)},
8(q07 ba a) = {(qu ba)}a
S(qo, a, b) = {(qu ab)}a
3(qo, b, b) = {(qo, bb)},
6(qoa a, Z) = {(q07 aZ)}o
8(('107 b7 Z) = {(qu bZ)}a
6(qoa }La a) = {(qh a)}a
8(qo, A, b) = {(q1, b)}.
8(q17 a, a) = {(q1> 7\,)},
8(qi, b, b) = {(q1, M)},
8(q17 7\‘7 Z) = {(q2> Z)}

Processando:

(qo, abba, z) + (qo, bba, az)
F (qo, ba, baz)
F (qo, a, bbaz)
F (qo, A, abbaz)

+ (q1, A, abbaz) = ndo aceita

(qo, abba, z) F (qo, bba, az)
F (qo, ba, baz)
F (qi, ba, baz)
F (qi, a, az)
F(q1, A, 2)
F (q2, A, z) = aceita

7.2. Automatos com Pilha, Gramaticas Livres de Contexto e Linguagens Livres de
Contexto

Teorema 03

Se L ¢ uma Linguagem Livre de Contexto, entdo existe um Automato com Pilha Nao Deterministico tal
que L =L(M).
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Se L ¢ uma Linguagem Livre de Contexto, entdo existe uma Gramatica Livre de Contexto G, tal que L =
L(G). Se a partir de G for possivel determinar um Autdomato com Pilha Nao Deterministico M, tal que
L(G) = L(M), entdo teremos L = L(G) = L(M).

Seja G uma Gramatica Livre de Contexto na forma Normal de Greibach, tal que G = (V, T, S, P) com
A¢2L(G) . Entdo para construir um Autdomato com Pilha Nao Deterministico M a partir de G, faz-se:

M=({qoqi,qr}, T, VU {z}, 5, qo, Z, {qr}), onde:

3(qo, A, ) = {(q1, S2)},
o(q1, a, A) = {(q1, o) para A — aa. € P},

5(‘117 7\'7 Z) = {(qfa Z)})
Se A € L, entdo basta construir um automato como feito anteriormente e incluir a transigao:

8(qo, A, 2) = {(ar, 2)}

Exemplo 22
Considere a Gramatica Livre de Contexto na Forma Normal de Greibach:
G=({S,B}, {a,b},S,P)comP={S —> aB|aSB, B — b}

Entdo M = ({qo, q1, q¢}, {a, b}, {S, B, z}, 5, qo, z, {q¢}), onde:
6(qoa }La Z) = {(qh SZ)}a
8(qla a, S) = {(qh B)}n
8(q1, a, S) = {(q1, SB)},
3(q1, b, B) = {(q1, M)},
8(q17 7\‘7 Z) = {(qfa Z)}

L(G) = {ab, aabb, aaabbb, ...} — de forma intuitiva
(qo, ab, z) + (q1, ab, Sz)
F (Ch, ba BZ)

F (QI, )\'9 Z)
F (g, A, z) = aceita

(qo, aabb, z) + (q, aabb, Sz)
F (qi, abb, SBz)
F(qi1, bb, BBz)
F (qi, b, Bz)
F(q1, A, 2)
F (g, A, z) = aceita

(qo, aaabbb, z) F (q;, aaabbb, Sz)
F (q1, aabbb, SBz)
F (q1, abbb, SBBz)
+ (q1, bbb, BBBz)
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F (qu, bb, BBz)
F (qi, b, Bz)

F(qu, A, 2)

F (g, A, z) = aceita

Exemplo 23
Considere a Gramatica Livre de Contexto na Forma Normal de Greibach:

G=({S,A,B,C}, {a,b,c},S,P)comP={S —> aA, A>aABC|bB|a,B—>b,C > c}
Entdao M = ({qo, q1, 95}, {a, b, ¢}, {S, A, B, C, z}, 9, qu, z, {qs}), onde:

8(q07 7\‘7 Z) = {(q1> SZ)}:

o(q1, a, S) = {(q1, A)},

8(qr, a, A) = {(qi, ABC)},

8(q1, b, A) = {(q1, B)},

3(qi, a, A) = {(qi, A},

8(q1, b, B) = {(qi, M)},

8(q1, ¢, C) = {(q1, M)},

8(q17 7\‘7 Z) = {(qfa Z)}

A cadeia aaabc pertence a L(G) = L(M) ?
S = aA = aaABC = aaaBC = aaabC = aaabc

(qo, aaabce, z) + (qi, aaabc, Sz)
F (qi, aabc, Az)
F (q1, abe, ABCz)
F (q1, be, BCz)
F (qi, ¢, Cz)
F(qi, A, 2)
F (g A, 2)

Teorema 04
Se L ¢ aceita por um Automato com Pilha Nao Deterministico entdo L ¢ uma Linguagem Livre de
Contexto.

Se for possivel a partir de um Autdmato com Pilha Nao Deterministico M, tal que L = L(M), encontrar
uma Gramatica Livre de Contexto G tal que L(G) = L(M) = L, entdo L ¢ uma Linguagem Livre de
Contexto.
SejaM = (Q, X, T, 3, qo, z, F) com as seguintes restrigdes:

e F={qs}, ou seja, possui um unico estado final

e Todas as Fungdes de Transigdo sdo da forma:

o(qi, a, A) = {ci, Ca, ..... , €y, onde ¢; = (qj, A) ou ¢; = (q;, BC)
ou seja, cada movimento incrementa ou decrementa a pilha de um simbolo.
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Suponha que uma Gramatica que tenha as varidveis da forma (qiAgj) =* v se no Autdmato com Pilha
Nao Deterministico apaga A da pilha enquanto faz a leitura de v e passa do estado q; para q;. “Apagar A
da pilha” significa que A e todos seus efeitos serdo removidos da pilha.

Suponha que em tal Gramatica se possa escolher (qozqr) como variavel inicial, entdo (qozqr) =* w, ou
seja, o Automato com Pilha Nao Deterministico consegue aceitar w partindo de qo e indo até qf. Assim a
Linguagem gerada pela Gramatica serd a mesma gerada pelo Autdmato com Pilha Nao Deterministico.

Para criar a Gramatica, segundo essas condicdes, faz-se:
- a partir das produgdes da forma: 8(q;, a, A) = (gj, L), cria-se as regras de producdo na forma:
(qiAgj)) —> a

- a partir das produgdes da forma: 8(q;, a, A) = (g;, BC), cria-se as regras de producdo na forma:

(qiAqe) — a(qBa)(qiCax)
onde g e q; sdo todas os possiveis simbolos do conjunto Q do Autdmato com Pilha Nao Deterministico

- escolhe-se o (qozqr) como variavel inicial da Gramatica, onde qo € o simbolo inicial e g 0 simbolo final
do Automato com Pilha Nao Deterministico.

Exemplo 24

Considere o Autémato com Pilha Nao Deterministico M = ({qo,q1,92}, {a,b}, {A,z}, 5, qo, Z, {q2}) com
5(qo,a,2) = {(qo,A2)}

0(q0,a,A)={(qo,A)}

8(qo,b,A)={(q1,1)}

8(q1,A,2)={(q2,1)}

Vejamos as restrigoes:
e F={q.}, ou seja, possui um unico estado final - OK
e 8(qi, 8, A)={c1,C2,...cn}, Onde ¢i=(q;, A) ou ¢;=(q;,BC) — NAO esta na forma: 5(qo,a,A)=1{(qo,A)}

Entdo se cria a partir de 5(qo.,a,A)={(qo,A)}, faz-se:
0(q3,1,2)={(q0,AZz)}
5(qo,a,A)={(q3,1)}

Assim tem-se: 8(qo,a,2) = {(qo,Az)}
8(q3,A,2)={(qo,AZ) }
5(qo,a,A)={(q3,1)}
3(qo,b,A)={(q1,1)}
3(qu,A2)={(q2,1)}

Agora temos de encontrar as regras de producdo a partir das funcdes de transi¢ao:

- as Ultimas trés fung¢des de transi¢do sdo convertidas diretamente ja que sdo da forma c; = (gj, A):
8(q0,a,A)={(qs3,A)}, entdo (qoAqs) —> a
0(qo,b,A)={(q1,1)}, entdo (qoAq;) > b
3(q1,A,2)={(q2,M)}, entdo (qizq2) —> A

-31-

Teoria da Computac¢io e Linguagens Formais - Simone Domingues Prado — Apostila 03



- as duas primeiras, que sdo da forma c; = (q;, BC), geram:

8(qo,2,2) = {(qo,AZ)}, entdo  (qozqo) —> a(qoAdo)(qozqo)| a(qoAdqi)(qi1zqo)| a(qoAq2)(q22qo)| a(qoAq3)(d32qo)
(qozq1) — a(qoAqo)(qozd1)| a(qoAqi)(qizq1)| a(qoAq2)(q22q1)| a(qoAds)(q3zq:)
(qozq2) —> a(qoAdo)(dozq)| a(qoAqi)(q12q2)| a(qoAq2)(q2242)| a(qoAq3)(d32q2)
(q0z93) — a(qoAqo)(qozqs)| a(qoAqi)(q12qs)| a(qoAq2)(922q3)| a(qoAds)(q324s)

3(q3,1,2)={(qo,A2)}, entdo  (q32qo) = (qoAqo)(qozdo)| (qoAq1)(d1290)| (qoAq2)(422q0)| (oA]3)(q32d0)
(43291) = (9oAq0)(qozq1)| (QoAq1)(q12q1)| (QoAQ2)(922q1)| (qoAq3)(q32q1)
(d3292) = (9oAq0)(q0zq2)| (QoAq1)(d1292)| (qoAq2)(42292)| (oAd3)(q32q2)
(43293) = (90Aq0)(q0zq3)| (QoAq1)(1293)| (QoAQ2)(92293)| (oAq3)(q32q3)

- variavel inicial (qozqs) = (qozq2)

Entdo a Gramadtica Livre de Contexto G = (V, {a,b}, (qozqz), P) onde P sdo as produgdes acima e V ¢ o
conjunto formado por todas as varidveis geradas: {(qoAq3), (QoAq1), (q1zq2), (9ozqo), (9ozq1), (qozq2),
(90243), (doAqo), (qozqo), ---}

Verifiquemos se a cadeia aab ¢ aceita pelo Automato M e pela Gramatica G:
(qo, aab, z) F (qo, ab, Az)

F (g3, b, 2)

F (qo, b, Az)

F(q, A, 2)

F (q2, A, A) ACEITA

(dozq2) = a(qoAdq3)(q32q2)
= aa(qszqz)
= aa(qoAq1)(q1292)
= aab(q;zq2)
= aab ACEITA

7.3. Automato com Pilha Deterministico

Definicao 10

Um Autdmato com Pilha Deterministico, M = (Q, %, I', 9, qo, z, F) ¢ um Automato com Pilha Nao
Deterministico sujeito as seguintes restri¢des, paratodoq e Q,ae XU {A} eb e I

(1) 8(q,a,b) contém ao menos um elemento

(2) se d(q,A,b) ndo € vazio, entdo d(q,c,b) deve ser vazio paratodoc €
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Exemplo 25
SejaL = { wwh |w e {a,b}+} e M = ({qo,q1,92}, {a,b}, {a,b,z}.,5, qo, Z, {q2}) com as fun¢des de transi¢ao:
6(qo,a,a) = {(qo,aa)}
6(qo,b,a) = {(qo,ba)}
S(qoaaab) = {(qoaab)}
8(qo,b,b) = {(qo,bb)}
6(q07aaz) = {(qo,az)}
8(qo,b,2) = {(qo,bz)}
3(qo,12) = {(q1,2)}
8(qo,A,b) = {(q1,b)}
0(q1,a,a) = {(qi,A)}
3(q1,b,b) = {(q1,1)}
0(q1,1,2) = {(q2,2)}
M ¢ ndo deterministico, ja que d(qo,A,a) = {(q1,2)} e d(qo,a,a) = {(qo,aa)} # vazio ....

Exemplo 26
SejaL = {a"d" |n>0} com M = ({qo.q1,92}, {a,b}, {0,1}.8, qo, 0, {qo}) com as fungdes de transicio:
8(qo,2,0) = {(q1,10)}
8(q1,a,1) = {(qi,11)}
5(q1,b,1) = {(q2, 1)}
5(q2,b,1) = {(q2, 1)}
8(q2,1,0) = {(qo, 1)}
M ¢ deterministico, ja que 5(q2,A,0) = {(qo, M)} € 8(q2,a,0) = 8(q2,b,0) = {}

Definicao 11

L ¢ dita ser uma Linguagem Livre de Contexto Deterministica se € somente se existe um Autémato com
Pilha Deterministico M tal que L = L(M).

Como no exemplo 26, M ¢é deterministico entdo L = {a"b" | n > 0} é uma Linguagem Livre de Contexto
Deterministica.
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8. Propriedades das Linguagens Livres de Contexto

8.1. Lema do Bombeamento

Lema:

Se L ¢ uma Linguagem Livre de Contexto, entdo existe uma constante m > 0 tal que para qualquer
palavraw € L com |w [2>m, w pode ser decomposta como w = uvxyz com | vxy [ <m, | vy | > I tal que
uv'xy'z é palavrade L, i > 0.

Exemplo 27:

Seja a Linguagem L = {a"b"c" | n > 0}.

Aplicando o Lema do Bombeamento, w = uvxyz = a'b'c’ com | vxy | <1, | vy | > 1 e parai >0,

uv'xy'z tem de ser uma palavra de L. o

Supondo que vy possui os simbolos a e ¢, x deve conter simbolos b. S6 que uv'xy'z ndo ¢ palavra de L, ja
que tem desbalanceamento no nimero de a, b e c.

8.2. Operacoes sobre as Linguagens Livres de Contexto

Teorema 05
A Classe das Linguagens Livres de Contexto ¢ fechada para as operagdes de Unido e Concatenagao.

Prova - Uniso
Sejam L; e L, duas Linguagens Livres de Contexto geradas, respectivamente, pelas Gramaticas Livres de
Contexto G; = (Vy, T1, Si, P1) e G2 = (Va, Ta, Sy, P2). Considere Ly = L; U Lo, entdo Gs = (V3, T3, S3, P3)
(S; ¢ ViU V) tal que
V;=V,uVyu {83},
T3 = T1 v Tz [§]
P3 =PLuPuU {S3 4 S]|Sz}
Suponhaw € L, entdo w € L3, ja que S3 = S| =* w.
Suponha v € L,, entdo v € 13,ja que S3 = Sy =>* v.
Portanto L3 = L(G3) ¢ uma Linguagem Livre de Contexto.

Pode-se provar também usando Autdomatos com Pilha Nao Deterministicos.

Sejam L; e L, duas Linguagens Livres de Contexto aceitas, respectivamente, pelos Automatos com Pilha
Nao Deterministicos M1 = (Q], 21, F],Sl, dJo1, Z1, Fl) (S M2 = (Qz, 22, FZ,SZ, Jo2, Z2, Fz) Seja M3 = (Q3, 23,
F3,83, Jo3, Z3, F3) com (o3 € Q] |\ Qz, VAR WVARE WV HR tal que

Q3 =Q1 U Q2 U {qos}

23:21 U22,
r3=r1UFQU{Z3}
F3 =F1 UFZ

Dessa forma, M3 reconhece L1 U L,
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Prova — Concatenacao
Retomando a prova para Unido acima usando Gramatica Livre de Contexto, pode-se definir G4 = (V4, T4,
S4,Ps) (S4 2 ViU Vy) tal que
V4 = Vl Y Vz \ {84},
T4 = Tl & T2 (S
P,=PiuPu {S4 e d S]Sz}
Entdo L(Gs) = L(G;)L(G;) que possui como prefixo uma cadeia de L; e como sufixo uma cadeia de L.

Se construir Gs = (Vs, Ts, Ss, Ps) (Ss ¢ V) tal que
V5 = Vl \ {85},
T5 = T1
P5 = Pl |\ {S5 4 Slssp\,}

Entdo L(Gs) = L(G))*

Teorema 06
A Classe das Linguagens Livres de Contexto ndo ¢ fechada para as operacdes de Intersec¢do e
Complemento.

Prova — Interseccao.

Fagamos a prova com um contra-exemplo.

Considere as Linguagens Livres de Contexto L; = {a"b"¢™ |[n>0,m >0} e L, = {a"b"c™ |n >0, m > 0}.
SejaL=L; nL,= {a"b"c" | n >0} ndo é uma Linguagem Livre de Contexto.

Prova — Complemento

Sabe-se que L, "L, =L, UL,. Como para a intersec¢do a operagdo nao ¢ fechada, entdo também ndo o ¢
para o complemento.

Teorema 07

Seja L; uma Linguagem Livre de Contexto e L, uma Linguagem Regular. Entdo L; n L, ¢ uma
Linguagem Livre de Contexto.

Prova
Seja M = (Q, %, I',01, qo, z, F1) um Autdomato com Pilha Nao Deterministico que aceita L; e M, = (P, Z,
02, Po, F2) um Automato Finito Deterministico que aceita L.

Seja M3 =(Qs, Z, T, 83, qo3, Z, F3) um Automato com Pilha Nao Deterministico que aceita L=L; n L,
Onde Q3=QxP,
q03 = (q01,p0),
F3 =F1x F2,
3 ¢ definido tal que ((qw,p1).X) € 33((qi,pj).a,b), se € somente se (qi,X) € 01(q;,a,b) € dx(p;,a) = pi.
se a = A, entdo p; = pi.
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Assim uma cadeia ¢ aceita por M3 se e somente se ela ¢ aceita por M; e por M, ou seja, se ela estd em
L(Ml) M L(Mz) = L1 M L2.

Exemplo 28

A linguagem L = {a"b" | n >0, n # 100} é uma Linguagem Livre de Contexto.

Seja L, = {a"" | n >0} e L, = {a'"'"}, onde L, é uma Linguagem Livre de Contexto e L, ¢ uma
Linguagem Regular, L_2 também ¢ Regular. Entdo L1 N L_2 =L ¢ Livre de Contexto.
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