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SISTEMAS DE NUMERACAO

APRESENTACAO

Este trabalho tem por objetivo esclarecer idéias de base numérica e sistemas
de numerag&o como o decimal, o binario, o ternario, o quinario etc.

Tais idéias, como o préprio conceito de numero, por serem essencialmente
abstratos, sao de dificil explicitagcdo. Trabalhos nessa &rea precisam de cuidados
para que nao se tornem inacessiveis para a maioria das pessoas, evitando, pois,
uma linguagem excessivamente técnica, para que possam ser lidos e estudados por
pessoas que nao precisam necessariamente estar acostumados a linguagem
matematica mais formal.

Este € justamente o perfil desta pesquisa: ndo se busca elaborar um livro
didatico destinado a alunos orientados por professores ou que precisam de um
conhecimento prévio de um ou outro conceito. Desejamos que este trabalho seja
compreensivel a todos e por isso o esforco para “tapar os buracos" do raciocinio
l6gico utilizado. Evitaremos também conclusdes abstratas e termos técnicos que
podem ser comuns aos familiarizados com a linguagem matematica, mas que
podem ser estranhos as demais pessoas.

O trabalho é por fim, uma viagem espetacular, que passa pela historia da
matematica, por demonstracdes de conceitos simples dessa ciéncia, com calculos
também aparentemente simples, mas que requerem habilidades, uma vez que sao
realizados em outra base numérica.



INTRODUCAO

O homem surgiu na Terra ha aproximadamente cem mil anos atras.

Desse surgimento até hoje ele se desenvolveu, ou melhor, se modificou.
Mudou seus habitos, mudou sua forma de ver o mundo, mudou seu modo de se
relacionar, mudaram suas habilidades etc.

Segundo Darwin, essas modificagbes ocorrem porque a natureza se modifica
constantemente, exigindo que os seres vivos se adaptem as novas condigdes.

O homem, fazendo parte da natureza nao poderia ficar livre desse processo e
também se modificou ao longo do tempo. Porém com um diferencial: ao contrario
dos demais seres vivos o homem adquiriu a capacidade de armazenar 0s seus
conhecimentos de forma organizada, possibilitando a formacdo de uma cultura, que
daria origem a todo o progresso técnico e cientifico atual.

Essa cultura se desenvolveu sempre que o homem encontrava uma dificuldade
em realizar certa atividade.

Quando percebeu que era mais fraco que 0s outros animais, inventou as
primeiras armas de caga: langas, pedras afiadas e outras.

A partir do momento em que passou a viver em grupos, sentiu a necessidade
da comunicagao. Nessa hora inventou a linguagem.

Assim ocorreu com a invengdo dos numeros: quando sentiu sua necessidade,
inventou-os. E claro que até chegar no modo que sao atualmente, os numeros
sofreram grandes transformacdes ao longo do tempo.

Veremos neste trabalho como eles surgiram, como se desenvolveram, como
eles sdo atualmente e por que chegaram a essa configuracao.

UM POUCO DE HISTORIA

Primeiramente, os niUmeros eram usados de forma intuitiva.

Imagine o homem primitivo que, nébmade, vivia em diferentes regides, de
acordo com o que o local Ihe possibilitava a obtencao de alimentos. Com o passar
do tempo, a natureza sofreu varias modificagdes: regides quentes tornam-se frias, a
pesca torna-se escassa, plantas e animais morrem, ou seja, a obtencéo de alimento
torna-se mais dificil.

Com isso, 0 homem percebeu a necessidade de produzir seu préprio alimento,
dedicando-se a agricultura e ao pastoreio. Tais atividades obrigaram o homem a se
preocupar em ter uma nogéao de quantidade.

Registros nos mostram que as primeiras praticas de contagem estavam ligadas
ao pastoreio. Alguns vestigios nos mostram que os pastores controlavam seus
rebanhos usando montes de pedras.Ao soltar os animais, o pastor separava uma
pedra para cada um. Quando o rebanho retornava, o pastor retirava do monte de
pedra uma para cada animal que passava. Se sobrassem pedras, faltavam animais;
se faltassem pedras, o rebanho havia aumentado. Uma evidéncia dessa pratica esta
na propria origem da palavra calculo (do latim calculus, que significa pedra).



Pode parecer estranho aos nossos olhos uma deficiéncia de nocao de
quantidade, nessa proporcdo, do homem primitivo, mas temos que considerar que
nossa cultura hoje € infinitamente mais desenvolvida que a cultura humana de
centenas de milhares de anos atrds, que era quase zero. A percepcao de
quantidade pelo homem primitivo era praticamente intuitiva, como a dos animais. A
contagem, para o homem era: um, dois € muitos, ou seja, a partir de um grupo de
trés ou quatro objetos, 0 homem dizia simplesmente que havia muitos objetos nesse
grupo.

Depois dessa primeira nogao de quantidade, surgiu a numeragao escrita, do
desejo de manter os registros que antes eram simbolizados pelas pedras. Um
registro mais, digamos, confidvel, uma vez que as pedras se perdiam, eram dificeis
de carregar ou representavam uma dificuldade para numeros muito grandes.
Imagine um grupo de pastores muito ricos que resolvem juntar seus rebanhos e
depois tendo que carregar duzentas pedras para representar o rebanho.

Essa numeracéao escrita era feita com marcas em madeiras ou qualquer outro
objeto que possibilitasse a marcacdao. Essa marcacao, a propésito, é tdo ou mais
antiga que a propria escrita. Nao se descarta a tese de que o registro de niumeros
tenha sugerido o registro de sons.

Os primeiro sistemas de escrita numérica que se conhece sao os dos egipcios
e 0s dos sumérios, surgidos por volta de 3500 a.C.

Os sistemas sdao semelhantes: ambos atribuem simbolos aos numeros 1, 10,
100, 1000 etc. e fazem a representacdo dos outros como sendo a soma desses
"principais". Entdo o numero 354 era a soma de trés cens, cinco cinqlentas e quatro
uns.

Depois dos simbolos, veio a idéia de representar os numeros com letras.
Usado pelos povos hebraico e grego, tal sistema deu origem ao sistema romano
onde os numeros 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000 séo representados pelas letras |, V, X,
L, C, D, M, respectivamente. Baseados em principios praticamente iguais ao do
sistema sumeério ou egipcio, a diferenga mais notavel € que o sistema romano além
de soma dos numeros "principais”, utiliza também a diferenga destes para
representar os outros numeros. Por exemplo: 0 nimero 442 era representado como
sendo quinhentos menos cem, mais cinglienta menos dez mais um, mais um.

E interessante notar que existem os numeros que chamamos de “principais” e
perceber semelhanga entre o sistema sumério e egipcio e o sistema grego romano.
Os primeiros usavam como simbolos principais aqueles equivalentes a um dez, cem,
mil etc. enquanto os dultimos usavam como base do sistema as letras que
representavam os numeros um, cinco, dez, cinqienta, cem, quinhentos, mil etc. Qual
a relacao entre eles?

Evidentemente ndo se trata de uma coincidéncia o fato de eles utilizarem
nameros como principais. Tampouco o fato de usarem os chamados tipos de
nuameros semelhantes (multiplos de dez para os sumérios e egipcios e multiplos de
cinco para os gregos e romanos) para essa fungdo. Esses numeros eram os
utilizados em decorréncia da configuragdo da primeira maquina de calcular do
homem primitivo: os dedos das maos.

Veremos algo mais sobre esses sistemas de numeracao mais adiante, quando
estudaremos alguns povos antigos e os sistemas de numeracao que utilizavam.



NUMERACAO POSICIONAL X NUMERACAO NAO POSICIONAL

Se o problema dos nimeros se resumisse apenas em representa-los, qualquer
sistema serviria, ndo havendo problema algum em usar um sistema ou outro.
Entretanto, com o desenvolvimento do homem, ele foi obrigado a realizar célculos
cada vez mais complexos. O homem, primeiramente, teve que abandonar a
dependéncia das maos como maquina de contagem. As circunstancias exigiam
maquinas mais eficientes. Surge, com isso, o abaco.

0 abaco Pontos

‘ Milhares ‘

Unidades \/
Dezenas

Centenas Decimais

Milhdes

Essa maquina surgiu como produto de um aperfeicoamento do processo de
contagem. Quando era obrigado a contar nimeros muito grandes, o0 homem utilizava
a seguinte técnica: ia colocando pedras num pequeno monte e quando esse
chegava ter a dez pedras, colocava-se uma pedra num segundo monte e tirava-se
todas as pedras do primeiro monte. Quando o segundo chegava a dez, colocava-se
uma pedra num terceiro monte e se retirava todas as pedras do segundo monte e
assim por diante. Esse é exatamente o mecanismo do dbaco, que teve sua versao
primitiva usada no Oriente Médio, surgindo por volta do século Il a.C. O instrumento
foi aperfeicoado pelos chineses, que até hoje o utilizam com tal precisdo e rapidez
que chegam a desafiar as proprias calculadoras.

Por volta do século V d.C., surge, na India, a numeragéo posicional de base 10,
que usamos atualmente, Este sistema foi divulgado na Europa em torno de 825 d.C.
pelo matematico arabe Mohamed Ben Mussa Al Khawarismi, por isso que o sistema
ficou conhecido como sistema indo-arabico, pois surgiu India. Na obra de
Aryabhata, intitulada Aryabhatiya (de 449 d.C.), aparece a frase "de lugar para lugar,
cada um vale dez vezes o precedente". Isso significa o seguinte: por exemplo,
tomemos o numero 3333. Segundo Aryabhata, cada numero vale dez vezes o
precedente. Sendo o primeiro numero o da direita, 0 segundo aquele que esta a
esquerda do primeiro, o terceiro a esquerda do segundo e assim por diante, o quarto
namero 3 vale dez vezes o terceiro, que vale dez vezes o segundo, e que vale dez
vezes o primeiro. Portanto, se o primeiro vale trés, uma vez que nado ha outro
namero que o antecede, o segundo vale trinta, o terceiro vale trezentos e o quarto
vale trés mil. Temos, portanto: 3333 = 3+30+300+3000. Percebe-se que a
numeracdo € denominada posicional porque um mesmo ndmero, no caso o 3
assume varios valores dependendo da posi¢cdo que ocupa. O que nao ocorre, por
exemplo, na numeragdo romana, onde o simbolo CDXXXIIl representa o numero

6



quatrocentos e trinta e trés — observe que todos os X’s valem igualmente dez e os
I's valem sempre um; somente 0 que muda € a operagao que ele realiza: se um
simbolo for escrito antes de um outro de maior valor, ele subtrai do outro a
quantidade que representa: o C subtrai do D seu valor (500-100); se for escrito
depois de um simbolo que representa um valor maior ou igual, ele soma seu valor ao
valor do outro (400+10+10+10+1+1+1).

A numeragdo posicional significou uma grande evolugdo no processo de
célculos, pois era a representacdo do mecanismo do dbaco. Observe a comparagao
da operagao de somas dos mesmos numeros no sistema posicional de base dez e
no sistema romano:

1432 MCDXXXII
2468 MMCDLXVIII
3900 MMMCM

A maior praticidade do sistema posicional fica ainda mais clara quando se trata
da multiplicagdo. Tente multiplicar MMCDXLIV por Ill, sem passar o numero para o
sistema posicional.

Apesar da evidente vantagem da adoc¢ao do sistema de numeracgao posicional,
este sofreu grande resisténcia por parte dos governos europeus, nao por motivos
técnicos, mas por razdes politico-religiosos, pois o sistema era um produto dos
arabes mugulmanos. Os cristdos europeus ndo podiam reconhecer que um sistema
inventado pelos mouros fosse melhor que o sistema europeu. Foi uma verdadeira
guerra entre os abaquistas europeus, que afirmavam que com o uso do abaco, o
sistema posicional nao significava uma grande vantagem, e os algoristas (termo que
provéem de algoritmo, formula sistematica) arabes que defendiam um sistema que
possibilitava célculos rapidos somente com o uso de papel e lapis. E claro que o
sistema mais eficiente prevaleceu, mas os titulos de nobres e papas, por exemplo,
continuam até hoje utilizando o sistema romano com dom Jodo VI, papa Pio XXII,
pois esses titulos, por serem tradicionais, resistiram a invasdo e dominagdo do
sistema indo-arabico.

E claro que assim como foi dito no inicio do capitulo — um numero pode ser
representado independentemente do sistema de numeracdo, em posse de uma
maquina eficiente de calcular, o sistema de numeragdo também se torna mero
detalhe no momento de fazer os calculos. Atualmente, poder-se-ia substituir
tranqlilamente o sistema posicional por outro nao posicional, uma vez que o0s
célculos podem ser feitos em compactas maquinas de bolso. Haveria, somente, uma
certa dificuldade, facilmente superavel, em reconhecer os numeros nesse outro
sistema, mas seria, sem duvida, uma questdo de tempo, até as pessoas se
acostumarem com a mudanga.

Coloco isso como critica a matematica atual, que esté intrinsecamente ligada a
tecnologia. As pessoas ja ndo consideram importante o aprendizado dessa ciéncia.
Poucas pessoas fazem, e algumas sequer sabem fazer, calculos com papel e
caneta. Recorrem as maquinas para multiplicar 158 por 2 e até para somar 125 e 85.
A matematica perdeu sua magia e o interesse das pessoas; portanto, de nada
adianta o sistema posicional dos algoristas e caie-se no argumento dos ignorantes
abaquistas europeus do século X.



INTRODUQ,Z\O AO ESTUDO DAS BASES NUMERICAS:
NUMERO, NUMERAL E ALGARISMO

Cabe, nesse ponto de nosso estudo, observar as definicbes entre numero,
numeral e algarismo, notando que tém sentidos diferentes.

Os numeros sao a representacdao da quantidade propriamente dita. Portanto, V
e 5 sdo iguais, ou melhor, equivalentes, se considerarmos o numero que esses
simbolos representam no sistema de numeracdo romano e indo-arabico,
respectivamente.

Podemos dizer que os numerais sdo os “nomes” dos numeros. Ensina-nos a
Gramética que “Os numerais sao palavras que exprimem numero, numero de ordem,
multiplo ou fracdo”. Os numerais s&o, por exemplo: um, dois, dez, treze, primeiro,
dobro, metade etc.

No nosso estudo trabalharemos com os numerais cardinais que nos expressam
quantidade, tal como: um, dois etc.

Os algarismos séao os simbolos que representam os numeros. Por exemplo: 1,
2, 18, 20 (hindu-arabicos), L, CD, MM (romanos) etc.

Percebemos que os algarismos sao formados por uma composi¢cao de um, dois
ou mais simbolos que se repetem. Chamaremos estes simbolos do algarismo de
digitos. Por exemplo: o algarismo 5 é formado por um sé digito, enquanto o 3612 é
formado por quatro digitos.

No sistema de numeracdo decimal indo-arabico sdo, ao todo, dez os digitos
que formam os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; no sistema de numeragao
romana, sao sete: I, V, X, L, C, D e M.

No sistema de numeracdo decimal que usamos hoje, os algarismos sao
representados pela composicdo dos digitos. Como os numeros sao infinitos, os
algarismos podem ser compostos por quantos digitos desejar.

No sistema de numeragdo posicional a representacdo por algarismos é
bastante pratica, pois cada digito do algarismo representa uma quantidade.

No sistema decimal, por exemplo, os algarismos s&o separados por grupos de
trés algarismos, da direita para a esquerda. Cada um desses grupos é chamado
classe. Dessa forma temos a classe das unidades, a classe dos milhares, a classe
dos milhdes, a classe dos bilhdes etc. Cada classe, por sua vez € dividida em trés
ordens, também da direita para a esquerda: unidades, dezenas e centenas. Veja o
exemplo:

123.456 - tem uma centena de milhar, duas dezenas de milhar, trés unidades
de milhar, quatro centenas, cinco dezenas e seis unidades.

E interessante perceber agora que o termo numero empregado na explicagéo
da frase de Aryabhata tinha significado de digito quando designava o 3.

Comumente, entretanto, com sao representacdes de numeros, 0s numerais e
algarismos sdo chamados de nimeros: o0 numero trés, o numero 15 etc.

Essa distingcdo entre esses termos é importante para que se evite confusao no
estudo das bases numéricas, pois mesmos digitos tém valor numérico diferente
quando ocupam posicoes diferentes e seria complicado dizer que um mesmo
namero tem dois valores numéricos ou que o terceiro nimero de um numero é o
namero 1 e vale 1, 10 ou 100.

Observacgao: dissemos que o sistema de numeragao decimal tem dez digitos
diferentes. Por extensao, podemos dizer que o sistema de numeracao posicional de
base b, tem b digitos diferentes, pois o0 algarismo que representa a base é sempre
formado pelo digito que representa o primeiro numero (1) mais o digito marcador do



vazio (0).

Este marcador do vazio, alias, tem uma origem bastante polémica na historia
da matematica.

Embora a grande invencdo pratica do zero seja atribuida aos hindus,
desenvolvimentos parciais ou limitados do conceito de zero sao evidentes em varios
outros sistemas de numeragéo pelo menos tdo antigos quanto o sistema hindu.

O sistema sexagesimal babilénico, por exemplo, usado nos textos matematicos
e astronémicos era essencialmente um sistema posicional, ainda que o conceito de
zero nao estivesse plenamente desenvolvido. Muitas das tdbuas babilénicas indicam
apenas um espaco entre grupos de simbolos quando uma poténcia particular de 60
nao era necessaria, de maneira que as poténcias exatas de 60 envolvidas devem
ser determinadas, em parte, pelo contexto. Nas tabuas babilénicas mais tardias (dos
ultimos trés séculos a.C.) usava-se um simbolo para indicar uma poténcia ausente,
mas isto sé ocorria no interior de um grupo numérico e nao no final. Quando os
gregos prosseguiram o desenvolvimento de tabelas astronémicas, escolheram
explicitamente o sistema sexagesimal babilénico para expressar suas fracoes, e nao
o sistema egipcio de fragdes unitarias. A subdivisdo repetida de uma parte em 60
partes menores precisava que as vezes “nem uma parte” de uma unidade fosse
envolvida, de modo que as tabelas de Ptolomeu no Almagesto (c.150 d.C.) incluem o
simbolo ou 0 para indicar isto. Bem mais tarde, aproximadamente no ano 500, textos
gregos usavam o Omicron, que € a primeira letra palavra grega oudem (“nada”).
Anteriormente, o émicron, restringia a representar o nimero 70, seu valor no arranjo
alfabético regular.

Talvez o uso sistematico mais antigo de um simbolo para zero num sistema de
valor relativo se encontre na matematica dos maias das Américas Central e do Sul.
O simbolo maia do zero era usado para indicar a auséncia de quaisquer unidades
das varias ordens do sistema de base vinte modificado. Esse sistema era muito mais
usado, provavelmente, para registrar o tempo em calendarios do que para propositos
computacionais.

E possivel que o mais antigo simbolo hindu para zero tenha sido o ponto
negrito, que aparece no manuscrito Bakhshali, cujo conteddo talvez remonte do
século Il ou IV d.C., embora alguns historiadores o localize até no século XII.
Qualquer associacao do pequeno circulo dos hindus, mais comuns, com o simbolo
usado pelos gregos seria apenas uma conjectura.

Como a mais antiga forma do simbolo hindu era comumente usado em
inscricdes e manuscritos para assinalar um espaco em branco, era chamado sunya,
significando “lacuna” ou “vazio”. Essa palavra entrou para o arabe como sifr, que
significa “vago”. Ela foi transliterada para o latim como zephirum ou zephyrum por
volta do ano 1200, mantendo-se seu som mas ndo seu sentido. Mudancas
sucessivas dessas formas, passando inclusive por zeuero, zepiro € cifre, levaram as
nossas palavras “cifra” e “zero”. O significado duplo da palavra “cifra” hoje - tanto
pode se referir ao simbolo do zero como a qualquer digito - ndo ocorria no original
hindu.



AS BASES NUMERICAS

Vamos estudar agora a viabilidade do sistema de numeragé&o posicional.
Verificaremos se é “permitido” matematicamente estipular esse sistema e ver que é
possivel existir sistemas posicionais diferentes desse que usamos.

Como vimos, a idéia do sistema de numeracao posicional € a variagao do valor
numeérico dos digitos do algarismo de acordo com a sua posicdo a composicao do
algarismo. Mas o que definira a sua variagao?

Resposta: a base numérica, que, portanto, € o cerne de todo sistema de
numeragao posicional.

A base numérica usada atualmente é a base de numeragédo decimal, ou seja, a
base 10. Portanto, quando escrevemos 123, por exemplo, estamos nos referindo ao
namero que contém trés unidades, duas dezenas e uma centena, ou seja, 0
algarismo 123 nada mais é que uma abreviacdo da expressdo 1x10%+2x10+3.

Genericamente, podemos dizer que um numero da forma a, an-1 an-2...a2 a ao,
no sistema de numeracgao decimal, representa o numero:

an10"+a,110" "'+ an210"%+...+a2 10%+a110+ ag

Mas sera que a base numérica precisa necessariamente ser 10?

Evidentemente que ndo. Qualquer numero pode servir de base numérica.

Podemos provar que qualquer nimero inteiro positivo pode ser escrito de modo
Unico, numa base numérica qualquer.

Tomamos um numero inteiro positivo p qualquer. Se p pode ser escrito numa
base numérica b qualquer, entdo p pode ser escrito na forma:
p = ab" + anb"+... +asb+ap; com n >0, a,#0 e sabendo que temos sempre
ab', para cada indice i, 0 <i<n,tem-se que 0 < a < b..
Agora vamos provar que p pode ser escrito na forma dessa expressao, e,
portanto, ser escrito numa base numérica qualquer:
Como p = bgo+ ao onde qo = ab™ + an.1b™?+... +ay, entdo dividindo p por b,

temos:
pLb

g Yo

Assim, qp € 0 quociente, ap € o resto da divisao, 0 < ap < b e qo<p.

Dividindo qo por b, da mesma forma como foi feito acima obtemos ai e g1 e qo
pode ser escrito como qp = bgi+as, com 0 < as; <b e qi<Qqo.

Observa-se que se repetimos esse processo indefinidamente, obteremos
quocientes cada vez menores. Como o quociente ndo pode ser negativo, chegara
um momento em que ele serd nulo. Supondo que quando tivermos o quociente nulo
o resto sera a,, teremos:

p=bgo+ap,com0<a<b
Jo=bqgs +a;,com0<a;<b

g1 =bga+az,com0<a<b

G2 DGt @n1, COM O < 8nt < b
On-1= b.0+a,,com0<a,<b
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Substituindo o valor de qo na primeira expressao e depois o valor de gy na
segunda e assim sucessivamente, teremos:

p = bgo + ag = b(bg + a1) + ap = b?qy + bas + ag= b?(bgz + az) + bay + ag =
= bsqz + b28.2 +baI+80= oo,
b (bQn1 + @n1) + b2+ ... + bPaz + bas+ ap =
p=anb” +anib" + anb"?+ ... + atb + ag

A Ultima expressao mostra que p pode ser escrito com uma base b qualquer,
pois chegamos a expressao que, como vimos, condicionava essa hipotese.

Precisamos provar agora que existe uma unica forma de se expressar um
namero numa base b, pois do contrario, teriamos dois numeros diferentes para
expressar uma mesma quantidade. Imagine se 245 e 3214 representassem a
mesma quantidade.

Para provar isso, vamos supor duas expressdes para 0 numero p, numa
mesma base b: p = ap an-1 An2...A281 @ € P = I'm m-1 Mm-2...I2 1 fo. Suponhamos que
n<m e a,#0. Teriamos assim:

P = anb" + an-1b™+... +asb+ag = rmb™ + rmab™+... +r1b+ro; b#0 e n,m naturais.

Observe que ag e rosa0 os restos da divisdo de p por b e ab™" + an1b™?+... +a;
e rmb™" + rm.1b™2+... +r; sd0 os respectivos quocientes. Pela unicidade do resto e do
quociente temos que:

ao=ro € anb™" + an-1b™Z+... +a1 = ™" + rmgb™ 2. 41y

Repetindo o processo teremos ai=ry, ax=rz, ... , ap=rnh € N=M.

Prova-se, dessa forma, que a expressao de um numero numa determinada
base numérica b é unica.

Confirmada a possibilidade da adocao de qualquer numero para servir de base
numérica vamos observar a enorme vantagem desse sistema de numeracao
posicional.

A primeira grande vantagem € a economia de notacdo e a facilidade da
expressao dos numeros, pois com somente os dez simbolos do sistema decimal
podemos representar, com extrema facilidade, qualquer nimero que desejarmos.

A segunda, e sem duvida a mais importante, € a facilidade de realizar calculos,
pois o sistema posicional nos permite estipular regras de calculo bem simples, como
demonstraremos a seguir.

Pensemos agora por que, se qualquer numero serviria para ser base numérica,
estipulou-se a numeragao posicional na base dez?

O nudmero foi escolhido arbitrariamente, sem duvida alguma, pois ndo ha
qualquer razdo técnica, matematicamente falando, para o nimero dez ser tomado
como o numero base.

Ha, sim, uma razdo fisico-natural, ou seja, esse sistema que utiliza numeros
multiplos de dez e de cinco como numeros-base, adotado pelos egipcios, sumérios,
gregos e romanos tem uma raz&o: os cinco dedos em cada mao que a natureza nos
deu, que nos auxiliam na contagem. Seguramente, se tivéssemos uma maioria da
humanidade com seis dedos em cada mao, a base numérica mais utilizada seria a
base seis ou a doze.
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Dados histéricos nos mostram que realmente a maioria das tribos indigenas
americanas utilizavam um sistema de contagem baseadas no nimero de dedos das
maos. Quase 30% deles utilizava o sistema decimal, outros 30% utilizava ou o
sistema quinario (base cinco) ou o sistema quinario-decimal (base quinze), outros
30% utilizava o sistema binario (base dois) — por ser o mais simples de todos os
sistemas, era bastante usado — e somente 10% utilizava o sistema vigesimal (base
vinte) e 1% o sistema ternario (base trés).

Entretanto, apesar do sistema decimal ser o utilizado nos dias atuais quase que
universalmente, € possivel encontrar perceber a influéncia de outros sistemas de
numeracao no uso diario. Disso temos um exemplo classico: o dia é dividido em
vinte e quatro horas (dois “blocos” de doze horas), a hora é dividida em sessenta
minutos e 0os minutos em sessenta segundos; nota-se ai a indiscutivel influéncia do
sistema duodecimal (base doze).

Cabe aqui uma curiosidade: 0 nome que 0s povos dao aos numeros pode fazer
referéncia ao sistema de numeracao que estes utilizam. Povos da América primitiva
davam para o cinco, por exemplo, 0 nome que equivalia a palavra “mao” e ao dez,
“duas maos”, que evidenciava o uso do sistema quinario. Na lingua inglesa, os
equivalentes a onze e doze sao, respectivamente, eleven (um a mais) e twelve (dois
a mais), devido ao uso do sistema decimal. Mas nisso também o sistema decimal
sofre influéncia de outros sistemas: no francés, o equivalente ao numero oitenta € o
quatre-vingt, literalmente quatro vintes, o que mostra a influéncia do sistema
vigesimal. No portugués, nosso oito na verdade é uma forma dual para quatro e o
nove provém do latim novem, que quer dizer novo, ou seja, novo ciclo,
provavelmente por ter-se fechado o segundo ciclo de seu sistema numérico; o que
mostra a influéncia do sistema quaternario (base quatro).

AS OPERACOES NO SISTEMA DE NUMERAGAO POSICIONAL

Considere os numeros p = a, an-1...a2 @1 € Q= m -1 .. M fo-1...2 11 fo, ambos
escritos numa base b. Considere também que a,#0, rn,70em>n.

Veremos agora como realizar a soma e a diferenga entre esses dois numeros.

Sabe-se que:

p= a,b" +an-1b™" +...+a:b%+ asb +ag

g= rmb™ +rmab™ 4 +rb" +rnab™ ... +12b? +r1b+rg

Portanto, temos:

p+Q=
=(anb"+an.1b" " +...+azb?+a1b+a0) + (fmb™+rm1b™ ' +...+r b +...rab%+r1b+ro)

Deve-se colocar as bases numéricas com o mesmo indice:

Fmb ™+ 1b™ . +0"(@n+1n) +... +b%(Az+r2) + D(@s+r) + Ag+ro

Concluimos que para a soma dos numeros bastou-se somar seus coeficientes.

Se porventura tivermos um coeficiente da soma que seja um numero maior ou
igual a base numérica b, ou seja, ai+r; 20, teremos aj+r; = b+x com 0<x<b. Ou seja, a
soma dos coeficientes € igual a base b mais um certo x, que nesse caso pode
inclusive ser nulo. Dessa forma, se por exemplo ag+ro for igual a b+ x, teremos:

Fmb™+rm1b™ ... +b"(@n+rn)+... +b%(@z+r2) + b(aj+ry) + ag+ro =

= rmb™+rm1b™ 4 4D (@n+rn)+... +b%(@2+12) + b(aj+r{) + b+ x =
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= b +rmab™ 4. 4D (@n+ ) +... +b%(@z+r2) + b(as+ri+1) + X

De modo analogo é feita a diferenca entre p e q:

p—q=
=(anb"+an1b" " +anob"2+...+asb%+a1) — (Fnb™+rmab™ 4.1 . rab 1 D)=
=a b +an1b™ " +an.2b" .. +asb®+a—rmb ™t 1b™ = —rb"—...rab?—rib—rg)=

= —Tmb™ —fm 1™ . +b"(@n —rn)+... +b%(@z —r2) + b(ay —r1) + ao —ro

Como o coeficiente da base de maior expoente (rm), € menor que zero, todos
os outros coeficientes devem ser menores que zero. Se porventura isso ndo ocorrer
com uma das diferengas, deve-se proceder da seguinte forma:

Suponhamos que, no nosso caso, somente (as —ry) resulte num ndmero maior
que zero.

—Imb™ =g b™ 40" (@n =) +... +b%(@z —r2) + b(as —r1) + ap —ro =; com a; —r; =r’;

Somamos 1-1 a (-'z) e, assim, ndo alteramos o resultado pois 1-1=0:
= T —T D™ 4B () +... +b%(—F2+1=1) + b (a —11)—ro =

= —mb™ —fmab™ 4. " t... + b (=2 +1) =b%+b (a3 — r{)—ro=

= —mb™ —fmab™ 4. " t... + b? (=2 +1) +b (ay —r1=b)—r

Como ay e r{ sdo menores que b, a diferenca entre eles ndo sera maior que b
e, portanto, (a; —ri—b) sera negativo, chegando no resultado que nos serve: um
coeficiente menor que zero.

Logicamente, se o coeficiente da base de maior expoente fosse maior que
zero, deveriamos ter todos os coeficientes maiores que zero e aplicariamos o
processo acima nos coeficientes menores que zero.

Demonstramos, dessa forma, como é calculado a soma e a diferenga entre
nameros na numeragao posicional e podemos agora facilmente compreender porque
se pode somar ou subtrair dois niumeros posicionando-os um abaixo do outro,
somando ou subtraindo os coeficientes das bases de mesmo expoente.

Consideremos agora 0 nUmero p = a, an-1...a2 a1 g € 0 NUMero p' = Cy Cm-1...C2 C4
Co.

Veremos agora como se realiza a multiplicagdo e a divisdo entre esses
nameros:

Sendo p = ab" +anb™! +anob"P+...+ab%+ atb+ag € p' = cmb™ +Cm1b™" +Cmob™
2+...+Czb2+ C1b+Co
entdo p.p' € uma soma de termos da forma a,csb™®.

De modo anélogo ao feito na adi¢cdo, se a multiplicacdo entre dois coeficientes
resultar num numero maior que b, deve-se realizar o processo mostrado para que o
coeficiente se torne menor que b. Nesse caso, devemos fazer a,cs = gb+t, sendo q o
quociente da divisdo de a,cs por b e t, o resto.

Por exemplo, se a,cs > b, temos: a,cs = gb + t, e portanto:

a;csb™® = gb™S*+tb™*, onde q e t sdo inteiros positivos e menores que b.

Por exemplo: vamos multiplicar 123 por 25:
Temos que considerar que 123 multiplicado por 25 é: 123x25

(1x10%+2x10+3)x(2x10+5) = 2x10%+5x10%+4x10%+10x10+6x10+15 =
2x10%+5x10%+4x10%+10%+6x10+10+5 =
2x10%+10x10%+7x10+5 =3x10%4+7x10+5 = 2x10%+10x10%+7x10+5

=3x10%+0x10%+7x10+5 = 3075
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O procedimento de divisdo € o mesmo utilizado para a base 10 que
explicitamos abaixo num exemplo.

Exemplo. Dividir 253 por 11 na base 10.

283 11

-2 23
33
-33
0

O motivo que nos fez demonstrar esses processos de calculo tdo simples é
exatamente o fato de que nao sao vistos como tdo simples por muitos de nossos
estudantes. Incontavel numero de pessoas conclui o ensino médio sem dominar as
operacdes aritméticas, principalmente a multiplicacao e a divisdo. Ao se depararem
com uma dessas operagdes, caem na armadilha das calculadoras. Estamos
revivendo a anedota do mercador alemao que, preocupado com a educacéo de seu
filho, perguntou para um professor para onde deveria enviar seu filho. O professor foi
enfatico: disse que se 0s conhecimentos matematicos do garoto deviam limitar-se a
soma e subtracdo, qualquer universidade alema serviria, mas se quisesse chegar a
multiplicacéo e divisdo, o unico lugar onde poderia estudar era a Itdlia. Hoje, se o
estudante quiser se limitar a base do conhecimento, o sistema de ensino atual serve,
mas se quiser chegar a complexidade, terd que se dedicar a estudos fora da escola
convencional.

Conhecidas e demonstradas as operagdes no sistema de numeragao
posicional, vamos agora nos reter em calculos realizados em bases numéricas
particulares.

AS OPERACOES NAS DIFERENTES BASES NUMERICAS

As operag0es aritméticas no sistema de numeracao posicional sdo, como visto,
analogas. A Unica mudangca € o resultado das operacdes dos digitos de cada
sistema. Por exemplo: 4+2=6, na base dez, mas 4+2=11, na base cinco.

Vamos agora mostrar resultados da soma e multiplicacdo dos digitos usados
em alguns sistemas de numeracdo. Lembre-se que a subtracao e a divisao sao as
operagdes inversas da adicdo e multiplicagéo, e, portanto, podem ser calculadas
também com o auxilio das tabelas abaixo.

Sistema de numeracao decimal:

O sistema de numeragdo decimal € aquele de base numérica dez. Teremos,
portanto, que utilizar dez digitos diferentes para representar os algarismos: 0,1, 2, 3,
4,5,6,7,8e¢e9, em ordem crescente de valor
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Adicao multiplicacao
01 23 456 7 8 9 012 3 456 7 8 9
001 23 456 7 8 9 0O0O0O0O0O0OO0O0O0O0
11 2 3 456 7 8 910 01 2 3 4 5 6 7 8 9
22 3 45 6 7 8 91011 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
33 45 6 7 8 9101112 0 3 6 9 12 1518 21 24 27
4 4 5 6 7 8 9 10111213 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36
55 6 7 8 9 1011121314 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 6 7 8 9 1011 12 131415 0 6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 7 8 9 10 11 12 13 14 1516 0 7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 8 9 1011 12 13 141516 17 0 8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 0 9 18 27 36 45 54 63 72 81
Exemplos:
145 863
+268 X 64
413 3452
5178+
55232

Sistema de numeracao binaria:

O sistema de numeracao binario é aquele de base numérica dois. Teremos,
portanto, que utilizar apenas dois digitos diferentes para representar seus

algarismos: 0 e 1, com 1 > Q.

adicdo | | multiplicacéo |

0| 1 0 1

0|0 | 1 0 0

111110 0 1

Exemplos:

10011 10110
+1101 x 11
100000 10110
10110+
100 0010

Sistema de numeracao ternario:

O sistema de numeragéao ternario € aquele de base numérica trés. Teremos,
portanto, que utilizar trés digitos diferentes para representar seus algarismos: 0, 1 e

2.
adicao multiplicacao
01| 2 0| 1 2
0/0/1] 2 0|0 0
1112 |10 0| 1 2
2(2(10] 11 0| 2 11

15




Exemplos:
1022 20102

+ 211 x 12
2010 110211
20102+
1012001

Sistema de numeracao quinario:

O sistema de numeracao quinario € aquele de base numérica cinco. Teremos,
portanto, que utilizar cinco digitos diferentes para representar seus algarismos: 0, 1,
2,3, 4.

adicao multiplicacao

0/1 (2 |3 |4 0|12 |3 |4

0 /01 |2 |3 |4 0|0]0 |0 |O

11112 (3 |4 |10]|0 |1 |2 |3 |4

2 /2|3 |4 (10|11 ||0 (2 |4 |11 |18

3/3|4 |10 |11 (12 | |0 [3 |11 |14 |22

4 4 /10 |11 |12 (13 | |0 |4 |13 |22 |31

Exemplos:

2431 4210
+320 x 23
3301 123130
13420+
212330

Sistema de numeracao duodecimal:

O sistema de numeracdo duodecimal é aquele de base numérica doze.
Teremos, portanto, que utilizar doze digitos diferentes para representar seus
algarismos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, AeB.

adicao

0/|1]/]2|3|4|5|,6|7|8|9 A B
0/0oj1|2|3[4|5|6|7|8|9A|B
111|234 |5,6|7|8|9|A|B|10
2/2(3|4|5|6|7|8|]9|A | B|10]|11
3/!3/4|5|6|7|8|]9|A|B|10|11]12
4 4|56 |7|8|9|A|B|[10/11]|12]13
5/ 5/6|7 |89 A |B|10|11|12|13]| 14
6 67| 8|9 |A|B|10[11|12|13| 14|15
77,8 9|A|B|10|11[12|13|14|15]| 16
8 8|9 | A|B|10|11|12|13|14|15|16 |17
9|9/ A|B|[10]11]12|13|14[15]|16|17 |18
A/A| B |10|11]|12|13|14|15|16|17| 18| 19
B/ B|10|11|12|13|14|15|16 |17 |18 |19 | 1A

multiplicacao
L [o]/1]2]3[4[5[6]7 8]/9[A[B]
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101131619 /20|23 |26 | 29
1411812024 |28 30|34 | 38
18|21 |26 |[2B |34 | 39|42 | 47
20126 30|36 |40 46| 50 | 56
19124 2B |36 |41 |48 |53 | 5A | 65
20281344048 |54 60|68 |74
2330394653 60|69 |76 |83
26 34|42 |50 |5A |68 |76 |84 |92
293847 (55|65 |74 83|92 At

— | — | —
>lolololo|w|o

o000 |00 |0|0O(0|0|0|O

W >|O0|NO|O|H|WN| =IO
W > |oloNoolwiNn—=o
SEESNERI RN

Exemplos:

B853A BA34

+2538 x 13

BAA76  2B6A0
BA34+
129A20

CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE NO SISTEMA DECIMAL

A seguir, demonstraremos outro “truque” matematico que pode ser provado a
partir das bases numéricas: os famosos critérios de divisibilidade. Indiscutivelmente
sao Uteis em varias ocasides, entretanto, somente alguns sabem do que se trata,
poucos conhecem todos e muitos ndo tém a menor idéia de onde eles surgiram,
imaginando que apareceram por encanto, como varios conceitos matematicos que
sdo produtos de magicas de varios tipos, como as férmulas, as proposicdes, 0s
enunciados.

As demonstracbes dos critérios de divisibilidade sao verdadeiramente belas.
Fascinantes pelos célculos e manipulacdes e perfeitas do ponto de vista matematico.

Critério de divisibilidade por 10: um numero é divisivel por 10 se o algarismo
que o representa tiver o ultimo digito divisivel por 10 (isto &, for igual a zero).

Por exemplo: 14320 é divisivel por 10 pois termina em 0.

Critério de divisibilidade por 2: um numero é divisivel por 2 se o0 algarismo que 0
representa tiver o ultimo digito divisivel por 2 (isto é, forigual a 0, 2, 4, 6 ou 8)

Por exemplo: 1356 € divisivel por 2 porque 6 é divisivel por 2.

Critério de divisibilidade por 5: um numero é divisivel por 5 se o0 algarismo que 0
representa tiver o ultimo digito divisivel por 5 (isto &, for igual a 0 ou 5).

Por exemplo: 245 ¢ divisivel por 5 porque 5 é divisivel por 5.

Demonstragdo: seja 0 numero p = ap an-1...a2 &1 ap. Podemos escrever p na
forma:L

an10™+ an110™+...+a2 10°+a;10+ ap=

=10(a,10" '+ an.110™2+...+a2 10+a1) + @p =

2.5(an 10"+ an110"2+...+a2 10+a4) + ag

Portanto, se ag é divisivel por 2, a soma 2.5(a,10""+...+a 10+a;) + ao também é
divisivel por 2.
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Se a é divisivel por 5, a soma 5.2(a,10""+...+a, 10+a;) + ap também é divisivel
por 5.

Note que se ap ndo € divisivel por 5, a divisdo do niumero p por 5 deixara o
mesmo resto que a divisdo de ap por 5. Veja:

Considerando ag= 5Kk + r:

p =5.2(a,10" "+ a,.110™2+...+a2 10+a1) + 5k +r =

=5[2(an10" '+ 2,110 %+...+ap, 10+a1) + K] + 1

Fazendo [2(an10™ '+ a,110"2+...+a, 10+ay) + k] = K’:

p=5K+r

Esse mesmo fato ocorre com todos os critérios de divisibilidade que envolvem
soma (2, 5, e 10) como poderéa se observar apds enuncia-los.

Observe que ndo ha a necessidade de se considerar n qualquer para se provar
os critérios de divisibilidade, bastando considerar n=5, por exemplo, e provando o
critério para um numero de cinco digitos estara se provando para qualquer numero
pois as demonstracdes se baseiam na base numérica e, portanto, o processo se
repete. Veja a partir do préximo enunciado como a demonstragdo pode ser feita
estipulando-se n=>5.

Critério de divisibilidade por 3: um numero € divisivel por 3 se a soma de seus
digitos for divisiveis por 3.

Por exemplo: o nimero 4560 ¢é divisivel por 3, pois 4 + 5 + 6 + 0 = 15, que é
divisivel por 3.

Critério de divisibilidade por 9: um numero € divisivel por 9 se a soma de seus
digitos for divisiveis por 9.

Por exemplo: o numero 4563 € divisivel por 9, pois 4 + 5 + 6 + 3 = 18, que é
divisivel por 9.

Demonstragao: seja o numero p = abcde. Podemos escrever p na forma:

a.10* + b.10° + c.10°+ d. 10 + e =

=a.10000 + b.1000 + c.100+ d.10 + e =

=a.(9999 +1) + b.(999+1) + c.(99+1) + d.(9+1) + € =

=9999a+a+999% +b+99c+c+9d+d+e=

=33.(1111a+111b+11ic+d)+(a+b+c+d +e)

Se (a+b+c+d+e) é divisivel por 3, a soma 3.3(1111a +... +d)+ (a+b+c+d+e)
também é divisivel por 3.

Se (a+b+c+d+e) é divisivel por 9, a soma 3.3(1111a +... +d)+ (a+b+c+d+e)
também é divisivel por 9.

Critério de divisibilidade por 4: um numero sera divisivel por 4 se o nimero
formado pelos dois ultimos digitos forem divisiveis por 4.

Por exemplo: 59036 ¢é divisivel por 4 porque 36 & divisivel por 4.

Demonstragao: seja o numero p = abcde. Podemos escrever p na forma:

abcde = a.10* + b.10° + ¢.10°+d.10 + e =

=10%.(a10? + b10 + c) +de = (onde de significa d.10+e)

= 4.25.(a10% + b10 + c) +de

Se de é divisivel por 4, a soma 4.25.(a10° + b10 + c) +de também é divisivel
por 4.

Critério de divisibilidade por 8: um numero sera divisivel por 8 se o nimero
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formado pelos trés ultimos digitos forem divisiveis por 8.
Esse critério é analogo ao critério de divisibilidade por 4. Veja:
a.10* +b.10° + c.10°+d.10 + e =
=10%.(a.10 + b) + cde =
=8.125.(a.10 + b) + cde
Se cde ¢ divisivel por 8, a soma 8.125.(a.10 + b) + cde também ¢é divisivel por

Critério de divisibilidade por 7.

Antes de discutirmos o critério, vamos a um exemplo:

Seja 0 numero 24794.

Separamos o digito 4 das unidades e do numero restante 2479, subtraimos o
dobro do digito da unidade. Do numero obtido, repetimos o processo até a obtencao

de um numero suficientemente pequeno que possamos reconhecer se € ou nao
divisivel por 7.

2479 247 24

- 8 -2 —10

2471 245 14

Como 14 é divisivel por 7, podemos concluir que 2479 também é divisivel por
7.

A demonstracao desse critério € um pouco mais trabalhosa. Consideramos que
esse critério é o seguinte: 0 nimero abcde = 10.(a.10% + b.10% + ¢.10 + d) +e sera
divisivel por 7 se, e somente se (a.10% + b.10% + ¢.10 + d) — 2.e for divisivel por 7.

Fazendo (a.10% + b.10% + ¢.10 + d) = g, para simplificar a notagao.

Supondo que 10g+e seja divisivel por 7, teremos 10g+e=7k. Por essa
expresséo, podemos considerar que e=7k—10q.

Temos que provar que, obedecendo as condi¢gbes acima (10g+e é divisivel por
7), g—2e é divisivel por7, provando, assim, que sempre que se tem um numero
divisivel por 7, aplicando o processo de teste de divisibilidade, o resultado sera um
namero divisivel por 7. De fato, se temos que e=7k—10q, substituindo esse valor na
segunda expressao, teremos:

g—2e = g—2(7k—10q) = g-14k—20q = 21g-14k = 7(3g—2k) = 7k’

Portanto, se um numero for divisivel por 7, pelo processo de teste de
divisibilidade, obtemos sempre um numero também divisivel por 7. Entretanto, ndo
se provou que se 0 numero que se quer testar ndo for divisivel por 7 o numero
resultante sera também nao divisivel por 7.

Podemos provar isso da seguinte forma: considerando que g—2e seja divisivel
por 7 (g—2e = 7K), temos que ter necessariamente que 10g+e também é divisivel por
7.

Se g—2e = 7k, calculamos o valor de q = 7k+2e. Substituindo na expressao
10g+e, temos:

10g+ e = 10(7k+2e)+e = 70k+20e+e = 7(10k+3e) = 7K’

Dessa forma, provamos que o processo de divisibilidade por 7 € valido.

Critério de divisibilidade por 11: um numero € divisivel por 11 se o resultado da
soma de seus digitos na posicdo impar menos a soma de seus digitos na posicao
par for divisivel por 11.

Exemplo: 40524 ¢ divisivel por 11 porque a soma dos digitos na posicao impar,
ou seja, 4+5+4=13 menos a soma dos digitos na posicdo par, ou seja, 0+2=2 é
divisivel por 11, 13—2=11.
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Demonstragao: seja o niumero p = abcde. Podemos escrever p na forma:

a.10* +b.10° + c.10°+ d. 10+ e =

a.10000 + b.1000 + c.100 + d.10 + e =

a.(9999+1) + b.(1001-1) + c.(99+1) + d.(11-1) + e =

9999a +a + 1001b—-b +99c+c11d—-d +e =

11(1111a+91b+ 11c+d) + [(@a+ c + €) — (b +d)]

Se [(a + ¢ + e) — (b +d)] é divisivel por 11, a soma acima também é divisivel por
11. Da direita para a esquerda, o primeiro, terceiro, quinto etc. digitos sdo os que
ocupam as posi¢cdes impares e 0 segundo, quarto, sexto etc. digitos sdo os das
posicdes pares.

Critério de divisibilidade por um numero n=ab, tais que a e b sdo numeros
primos entre si, ou seja, o MMC deaeb ép e o MDC é 1. Um numero sera divisivel
por p se for divisivel, simultaneamente, por a e por b. Alguns numeros nessa forma:
6=3.2, 12=3.4, 14=7.2, 15=3.5.

Exemplo; o niumero 15282 é divisivel por 6 porque € divisivel por 2 (ultimo
digito 2) e por 3 (1+5+2+8+2=18).

Este critério é bastante simples: se o numero p for divisivel por n, podera ser
escrito sob a forma p=nk. Se n=ab, p=(ab)k, ou seja, p serd divisivel,
simultaneamente por a e por b (pois p = a(bk) e p=b(ak)).

A restricdo de a e b terem que ser numeros relativamente primos é necessaria
pois caso contrario poderiamos ter a seguinte situacao: o numero 12 é divisivel por
8, pois: 8 = 4.2 e 12 é divisivel simultaneamente por 2 e 4. Porém nesse caso nao
conseguimos 12 = 2.4.k para nenhum K inteiro.

CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM OUTRAS BASES

Logicamente, podemos estipular critérios de divisibilidade, mesmo que a base
numérica seja diferente de 10. Por exemplo, consideramos o numero p=abcde,
escrito na base numérica duodecimal.

Podemos estipular, por exemplo, os critérios:

Critério de divisibilidade por 2, 3, 4, 6, 12: p sera divisivel por 2 se o ultimo de
seus digitos for divisivel por 2; sera divisivel por 3 se o ultimo de seus digitos for
divisivel por 3; sera divisivel por 4 se o ultimo de seus digitos for divisivel por 4; sera
divisivel por 6 se o ultimo de seus digitos for divisivel por 6 e sera divisivel por 12 se
o ultimo de seus digitos for igual a zero.

Demonstragdo: analoga a demonstracdo, na base 10, do critério de
divisibilidade por 2, 5 ou 10.

Critério de divisibilidade por 11: um numero sera divisivel por 11 se a soma dos
digitos que formam o algarismo que o representa for divisivel por 11.

Demonstracdo: analoga a demonstracdo, na base 10, dos critérios de
divisibilidade por 3 e 9.

Critério de divisibilidade por 13: andlogo ao critério de divisibilidade, na base
10, do 11.

Critério de divisibilidade por um numero n=ab, tais que a e b sdo numeros
primos entre si. E idéntico ao do sistema decimal pois esse critério vale para todas
as bases numéricas.
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CONVERSAO DE UM NUMERO DE UM SISTEMA NUMERICO
PARA OUTRO

Antes de iniciarmos este tépico, definiremos uma notacao para se distinguir a
base numérica de um numero: um numero p escrito numa base numérica b sera
denotado por (p),- Por exemplo: o niumero 123 escrito na base numérica 5, ou seja,
1.5%+2.5+3, sera denotado por: (123)s. Se a base numérica ndo for especificada,
considere a base numérica usual, ou seja, a decimal.

A idéia de poder escrever um mesmo numero em qualquer base numérica €
bastante evidente. Logicamente, dependo da base numérica utilizada, o nimero &
representado de uma forma diferente: o numero 7 do sistema numérico decimal
equivale ao numero 12 do sistema quinario, por exemplo.

Pensemos agora em um modo pratico e simples de conversao do nimero do
sistema decimal para o sistema quinario. E claro que considerando que o numero 5
equivale ao numero (10)s, 6 equivalera a (11)s e 7 a (12)s. Porém, ao trabalharmos
com numeros muito altos, provavelmente esse processo se tornara trabalhoso e
demorado. Portanto, temos que encontrar um processo matematicamente aceitavel
e simples do ponto de vista pratico.

Para explicar esse processo, consideremos o exemplo: converter o numero
1984 para o sistema numérico de base 5.

Temos o nimero 10°+9.10%+8.10+4 e temos que transforma-lo num nimero da
forma a,5"+ an-15" ' +...+a15+ao.

Iniciaremos o processo dividindo o numero que desejamos converter pela base
numeérica para a qual se deseja que o numero seja convertido.

1984 | 5
48 3gp
M

4
Assim, o numero 1984 pode ser escrito como 1984=396.5+4. Igualmente, o
quociente, ou seja, 396 é dividido por 5 e pode ser escrito como 396=79.5+1.
repedindo-se 0 processo até se chegar a um quociente igual a zero:
1984 = 396.5 + 4

396 =79.5 + 1
79=155+4
15=35+0
3=05+3

Agora basta substituir o 396 da primeira expressao pelo valor correspondente
da segunda, o 79 da segunda expressao pelo valor correspondente da terceira e
assim sucessivamente:

1984=396.5+4=(795+1).5+4=7952+15+4=(155+4)5°+15+4 =

=155°+4.5°+15+4=(35+0).5°+452+15+4=

=35'+0.5°+45°+15+4

Portanto, 1984=(30414)s.

Note que o numero obtido na base 5 é o numero formado pelos restos das
sucessivas divisdes do numero inicial (1984) por 5. O primeiro digito é o ultimo resto
obtido; o segundo, o penultimo; o terceiro, o antepenultimo e assim por diante. Veja:
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Observe que realizamos todas as operagoes de divisdo do nimero 1984 e dos
seus respectivos restos de acordo com a regra da divisdo na base do numero inicial,
ou seja, a base 10.

Vamos agora realizar o0 processo inverso: converter um numero originalmente
na base quinaria para a base decimal.

Considere o numero (24423)s.

Teremos que dividir o numero pela base numérica a qual se deseja converter 0
namero: a base 10. Entretanto, temos que levar em consideragédo, desta vez, as
regras operacionais e os algarismos do sistema quinario. Portanto, a base que se
deseja ndo € a base (10)s, que no sistema quinario equivale ao 5 do sistema
decimal; mas a base (20)s.

Encontrada a base desejada, dividiremos, finalmente, (24423)s por (20)s.

24423 |20
3 1221 |20

11 33 [20
13 1 |20
1 0

Portanto, o nimero (24423)s sera escrito na forma:

(1)5.[(20)s]°+(13)5.[(20)5]*+(11)5.[(20)s]+ (3)s

Os digitos menores que cinco sdo os mesmos tanto na base cinco quanto na
base dez. Os outros terdo que ser convertidos para a base dez:

1.10%+8.10°+6.10+3=1863

Também podemos pensar em converter os numeros de uma base a outra
indiretamente quando fizermos a conversdo de um sistema que néo é o sistema de
numeracao decimal, assim, ndo haveria a necessidade de se trabalhar com
operagdes em outros sistemas de numeracao. Dessa forma:

Para converter o numero (24423)s ao sistema decimal pensaremos nesse
niimero ndo como a soma 2.(10%)s+4.(10%s5+4.(10%)5+2.(10)5+3, mas como a soma
2.(5%+4.(5%)+4.(5%)+2.(5)+3, no sistema de numeracdo decimal. Para converter esse
nuamero ara o sistema decimal, basta se resolver os caélculos:
2.(5%)+4.(5°)+4.(5%)+2.(5)+3=2.625+4.125+4.25+2.5+3+1863.

Desejando converter o numero (24423)s para a base duodecimal, basta
converter o numero para a base decimal (1863) e dai converter o numero para o
sistema de base doze:

1863 = 1.12%+0.12%411.12+3 = 1.12%+0.12%+(B)12.12+3 = (10B3)12.
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PARTICULARIDADES DOS SISTEMAS DE NUMERAGAO

Sistema de numeracao binaria.

O sistema de numeracao de base dois é o sistema que emprega a menor base
numérica possivel para o sistema de numeragéo posicional

E facil perceber que uma base numérica menor que dois é inviavel tanto do
ponto de vista pratico como do ponto de vista matematico. Uma base negativa &
impensavel, pois 0s numeros negativos sequer eram trabalhados nos tempos em
que se solidificou o sistema de numeracao posicional na histéria da matematica.
Mesmo hoje, quando se tem uma nogao perfeitamente compreensivel dos nimeros
negativos, a idéia de se estipular uma base numérica menor que zero é descartada
pelo fato de que, com isso, iria se priorizar os calculos de nimeros negativos e é
claro que os numeros positivos — maiores que zero — sdo mais utilizados na pratica
que 0s numeros negativos, embora do ponto de vista matematico uma base
numeérica negativa é perfeitamente aceitavel.

O zero e 0 um seguramente ndo podem ser tomados como bases numéricas.
Quando temos a base dez, necessitamos de dez simbolos diferentes para
representarmos os algarismos, quando temos a base cinco, cinco simbolos, a base
trés, trés simbolos e assim por diante. Portanto, a base zero ndo teria simbolo algum
e a base um teria somente o zero como simbolo, ou seja, € impossivel estipular
como base numérica o nimero zero ou 0 numero um.

Portanto, como a base dois € a menor base numérica do sistema de
numeracao posicional, €, também o sistema de numeragdo mais simples que existe,
pois somente utilizando os numeros 0 e 1.

Este sistema de numeracao binario € um dos sistemas mais antigos que se
conhece provavelmente devido a sua simplicidade. Alguns povos da Australia e da
Polinésia ja usavam, apesar de com certa imperfeicdo, esse sistema de numeracao
posicional de base dois.

No século XVII, esse sistema de numeragdo foi proposto por um grande
matematico alemao chamado Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) numa época
que se discutia qual era a base de numeragao mais eficiente.

Note que ndo é apenas a representacado dos algarismos que é simplificada no
sistema de numeracdo binario. As regras das operagdes nesse sistema sao
extremamente simples, como observamos no tépico em que mostramos as
operacdes em diferentes bases numéricas.

Entretanto, o sistema de numeracdo binario tem uma desvantagem em
comparacao com os demais sistemas numeéricos: a enorme quantidade de digitos
que temos que empregar para realizar a notagdo de numeros relativamente grandes.
Se o sistema de numeracéo binaria fosse a utilizada hoje, o ano de 2002, escrito no
sistema decimal, seria denotado por (11111010010),, por exemplo.

Como a representacao binaria € bastante simples, esse sistema possibilita sua
utilizacdo em codigos, relacionando letras e numeros. Assim:

_-0, A-1, B-2, C-3, D-4, E-5, F-6, G-7, H-8, -9, J-10, K-1, L-12, M-13, N-14, O-
15, P-16, Q-17, R-18, S-19, T-20, U-21, V-22, W-23, X-24, Y-25, Z-26.

Como 2°=32, cada letra sera representada por cinco digitos. Assim:

_-00000, A-00001, B-00010,..., Z-11010.

Este cddigo que acabamos de colocar pode ser usado num aparelho de
telegrafia. Supondo que temos dois locais unidos por cinco cabos de transmisséo.
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Todas as letras do alfabeto podem ser transmitidas com o uso desses cinco cabos
através de impulsos elétricos. Considerando que a auséncia de impulso corresponde
ao numero zero, a existéncia do impulso ao nUmero um e cada um dos cabos a um
digito do algarismo no sistema binario, pode-se converter a combinacao de impulsos
(um numero do sistema binario) em letras do alfabeto, no local de recepcao da
mensagem.

Esse processo é realizado com o auxilio de dois aparelhos: um transmissor
capaz de converter letras em uma combinagéo de impulsos elétricos e um receptor
capaz de realizar o processo inverso. E claro também que isso apenas € possivel
gragas a facilidade em se converter um numero no sistema binario em impulsos
elétricos.

Além do aparelho telegrafico, temos um outro aparelho que utiliza o sistema
bindrio de numeracéo para realizar suas fungdes: as maquinas eletrdnicas de somar,
como computadores e calculadoras. Justamente por uma representacao simples
esse sistema é utilizado por essas maquinas que podem representar os numeros
através nado de impulsos elétricos como as telegraficas, mas através de
semicondutores, porém, com o mesmo principio de “sim” e “ndo” utilizado com os
impulsos.

Logicamente, os dados de um problema a ser resolvido por um computador sao
dados no sistema decimal de numeracao e por isso a maquina necessita converter o
namero para o sistema binario. Essa traducdo pode ser facilmente automatizada
com a utilizacdo de um sistema intermediario, ou seja, um sistema binario-decimal,
por exemplo. Esse sistema consiste em traduzir cada digito do nimero no sistema
decimal para o sistema binario.

Dessa forma, o numero 2593 seria escrito como: 0010 0101 1001 0011.

Podemos entender como se realiza a adicdo em um computador que utiliza o
sistema binario de numeracao dessa forma: considere a o digito de um dos numeros
somados, b o digito correspondente do segundo numero somado, ¢ um digito que foi
passado de uma ordem anterior (onde ja foi realizada a soma) para a ordem da
soma de a com b, r o digito que deve ser escrito na ordem da somade acombeso
digito que deve ser passado a ordem seguinte.

Todas as combinagdes (em cada coluna) de a, b, c, r, s, podem ser resumidas
na tabela:

a/0j]1]0j0O[1]1]0]1
b|0[O0|1]0]1]0 1|1
c|0/0]O0O|1]O]1 |11
rio0j1/1{1/0]0]0]|1
s|0/0jO0OJO 1|1 |11

Para que o computador possa somar niumeros escritos no sistema binario é
necessario um dispositivo composto de trés entradas, que correspondem aos digitos
a, b e ¢, e de duas saidas, que correspondem aos digitos ¢ e d. O nimero um
corresponde a existéncia de corrente numa entrada ou numa saida e o zero
corresponde a auséncia de corrente. Este dispositivo € denominado somador de
ordem e funciona de acordo com a tabela acima, ou seja, se ndo existir corrente em
nenhuma das trés entradas, tampouco existird nas saidas, se existir corrente na
entrada a, mas nao existir nas entradas b e c, existira corrente na saida r, mas nao
existird na saida s, e assim por diante. E facil, utilizando semicondutores, construir
um dispositivo que funcione segundo esse esquema.

Uma utilizagdo bem interessante do sistema de numeragédo binaria e dos
cédigos que podem ser realizados com esse tipo de sistema foi feita em 1969,
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quando o homem pisava na Lua pela primeira vez. Armstrong enviou uma

mensagem para a Terra que depois de codificada ficou assim:

00100010

00100000

01101111

01101100

01101100

01100110

01101111

01101110

00101100

01101001

01100001

01110000

00100000

01101110

01101011

00100000

00101101

01110010

01101101

00101100

00100000

00100000

de computador.
A mensagem de Armstrong é traduzida assim:

00110001

Cada bloco de oito digitos equivale a um byte e cada digito, a um bit.

01010100

01101110

00100000

01110010

00100000

01101110

01100110

01101001

01001110

01110011

01000001

00110001

01101000
01100101

01110011
00100000
01101111
01110100
01101111

01101110
01100101

01110100

01110000

01100001

00100000

01110100

01100001

01101110

00100000

01110010

01100100

01101001

01110010

01101111

01110100

01110011

01100101

00100000

01100101

01101100

00100000

00101110

01101100

01101111

01101100

00100111
01101101
01110000
01101101
00100000
01100101
01101101
00100010
00100000
01101110

01101100

01110011

01100001

00100000

01100001

01100111

01100001

01100001

00100000

01000001

01100111

01101111

Um byte representa uma letra, um sinal ou um ndmero, utilizando a linguagem

“ T a t ‘ S
0 n e S m a |
I S t e p f
0 r a m a n
, 0 n e g i
a n t I e a p
f 0 r m a n
Kk i n d . “

— N e [ I A r
m S t r 0 n g ,
A p 0 I I 0

1 1

“ That's one small step for a man, one giant leap for mankind.”

Armstrong, Apollo 11
“Este é um pequeno passo para um homem, mas um gigantesco salto para a
humanidade.” — Neil Armstrong, Apollo 11
O sistema de numeragdo binaria funciona de acordo com um dispositivo
bastante curioso, que é construido com varias lampadas, postas lado a lado. Este

dispositivo funciona da seguinte forma:

1) a seqUéncia das lampadas é o da direita para a esquerda;
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2) acionar uma lampada é equivalente a acendé-la, se estiver apagada, ou
apaga-la, caso esteja acesa;

3) quando uma lampada se apaga, a lampada imediatamente a sua esquerda
se aciona;

4) apenas a primeira lampada é acionada manualmente.

Conhecido o funcionamento do dispositivo, vamos atribuir valores para o
estado da lampada. Uma lampada acesa equivale ao numero um e uma lampada
apagada equivale ao numero zero.

Iniciando o processo com todas as lampadas apagadas, acionamos a primeira
lampada. Temos o primeiro numero do sistema binario de numeragéo. O segundo
acionamento nos mostra o segundo numero do sistema binario, o terceiro
acionamento nos mostra o terceiro nimero e assim sucessivamente.

Veja um esquema do dispositivo:

Inicio 0 |0 |0 |0
Primeiro 0 |0 (0 |1
acionamento
Segundo 0 |0 |1 |0
acionamento
Terceiro 0 (0 |1 |1
acionamento
Quarto 0 (1 |0 |O
acionamento
Quinto 0 |1 |0 |1
acionamento
Sexto acionamento |0 |1 |1 |0

Temos: ldampada acesa (1) e lampada apagada (0). No primeiro acionamento
acendemos a primeira ldmpada, ao apaga-la no segundo acionamento, a segunda
lampada foi acionada. No terceiro acionamento, acendemos a primeira lampada, e
assim por diante.

Sistema de numeracao ternaria

O sistema de numeragdo de base trés ndo € um dos mais utilizados pelos
povos no decorrer da historia por ndo ser o mais simples, para ser escolhido por
povos que tém pouco dominio de contagem; nem o que tem a melhor referéncia
para auxilio dos calculos, como s&o os dedos das maos.

Apesar disso, esse sistema de numeragao tem uma propriedade notavel: € o
que tem a maior capacidade numérica, que é a quantidade de niumeros que se pode
escrever com um numero determinado de digitos. Por exemplo: considerando o
sistema decimal, para se escrever os numeros de 0 a 999, ou seja, mil nUmeros, sao
necessarios 30 digitos diferentes (10 para cada ordem). Em contrapartida, com os
mesmos 30 digitos podem-se escrever 2'°> nimeros, pois como para cada ordem s&o
necessarios apenas dois numeros, 30 digitos permitem escrever nimeros de até 15
ordens.

Vamos comparar agora as bases numéricas entre si e verificar que o sistema
mais eficiente desse ponto de vista é o ternario. Suponhamos que temos 60 digitos.
Podemos dividir esses digitos em trinta grupos de dois elementos e escrever
niimeros no sistema binario de até 30 ordens, ou seja, 2°° nimeros. Dividindo esses
60 digitos em vinte grupos de trés elementos, podemos escrever 32° nimeros no
sistema terndrio e assim podemos fazer com outros sistemas de numeracao.
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Comparar a capacidade dos sistemas é comparar a quantidade de numero que
podemos escrever em cada sistema com os 60 digitos, ou seja, comparar 0s
nimeros 2%, 3% 4™ 52 6% 10°% 12° 15% 20% 302 e 60 que sdo as bases que
podem ter sua capacidade verificada facilmente com o uso de 60 digitos.

Primeiro vamos comparar 2°°e 3%

230= 23 10=810

32o=(32) 10_g 10

Portanto, 8"%< 90 ¢ 2% < 3%,

Considerando 4™ = (2%)'°=2% temos que 3% > 4'°.

Analogamente, comprovam-se também com facilidade que:

4®>5"%56"°510°> 12°> 15*> 20° > 30° > 60

Portanto: 3% > 2% = 4" 5 5 5 6'° > 10° > 12° > 15% > 20° > 30° > 60, e O
sistema ternario é o de maior capacidade numérica.

Essa propriedade faz do sistema ternario um sistema numeérico excelente para
ser a base numeérica usada em um computador. Entretanto, h4 um problema técnico:
precisa-se usar um equipamento que tem trés posicdes estaveis e nao apenas dois
como era o sistema de “existéncia de corrente” e “auséncia de corrente” dos
semicondutores.

Sistema de numeracao quinaria

O sistema de numeracdo de base cinco é evidentemente relacionado com o
numero de dedos da nossa mao. Assim como o sistema de numeragdo decimal,
esse sistema de numeragdo também se difundiu gracas a maquina de calcular
primitiva.

Esse sistema teve grande difusdo entre varios povos. Juntamente com o
sistema de numeragado de base dez, o sistema de numeragdo de base cinco foi o
mais utilizado pelos povos primitivos da América.

Além dos povos da América, povos das llhas Novas Hébridas, localizadas ao
leste da Austrdlia, utilizavam esse sistema de numeracgao.

Sistema de numeracao de base seis

O sistema de numeracgao de base seis provavelmente ndo foi criado por povos
que possuiam seis dedos nas maos, apesar dessa hipdtese nao ser totalmente
descartada. A hip6tese mais provavel é que esse sistema foi usado por povos que
tinham um conhecimento muito grande da geometria, como os babilénios, os
mesopotdmios ou o0s egipcios. Como veremos posteriormente, o sistema de
numeracdo de base sessenta teve uma origem bem semelhante a esta que
acabamos de descrever, ou seja, ligada a geometria. A numeragao hexadecimal era
usada por esses povos.

Percebemos uma nitida relacdo do numero seis com a circunferéncia.
Podemos, com exatamente seis segmentos de reta congruentes ao raio da
circunferéncia construir um hexagono regular inscrito nessa circunferéncia. E uma
relacdo geometricamente interessante e talvez tenha feito com que alguns povos
tomassem esse numero seis como um numero ideal, um ndmero perfeito.

Ainda sobre o niumero seis, agora a titulo de curiosidade, ele é considerado um
numero perfeito, pois possui uma propriedade muito especial. Se somados todos os
seus divisores positivos distintos, exceto ele préprio obtemos exatamente o numero
seis.
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Sistema de numeracao decimal

O sistema de numeracao de base dez teve sua origem nitidamente relacionada
com o numero de dedos de nossas maos.

Esse sistema de numeracdo foi o sistema proposto por Aryabhata, o
matematico arabe que difundiu o sistema de numeragdo posicional na Europa
Ocidental por volta do século VIIl. Pode-se dizer, portanto que esse sistema é o
predominante hoje gracas a esse arabe, que difundiu o sistema de numeracao
decimal entre os povos que dominaram 0 mundo nos séculos seguintes impondo sua
cultura para os “primitivos” colonizados.

N&o se pode dizer que o sistema decimal seja o mais perfeito de todos, pois é
uma questao realmente de condicionamento. Se Aryabhata tivesse espalhado um
sistema de numeragdo de base cinco, por exemplo, provavelmente estariamos
utilizando o sistema de numeragao quinaria em nossos dias.

Sistema de numeracao duodecimal

O sistema de numeracgao de base doze tem origem também intimamente ligada
com relagdes com o corpo humano: o numero das falanges dos dedos minimo,
anelar, médio e indicador.

E muito facil se verificar se um numero escrito nessa base numérica é divisivel
por dois, trés, quatro e seis pois sao os divisores da base numérica e, portanto,
somente € necessario se verificar se o ultimo algarismo do numero € divisivel por
dois, trés, quatro e seis.

Além disso, para numeros “redondos” é simples se encontrar a metade, a terca
parte, a quarta parte e a sexta parte do numero.

A “ddzia”’, muito utilizada no comércio em geral em nossa sociedade, é
exatamente se contar com o sistema de numeracao de base doze. Cinco duzias e
meia nada mais sdo do que 5.12 + 6 = (56)12. além disso, antigamente, nos paises
de lingua espanhola, se utilizava a gruesa, que significava doze duzias.

Sistema de numeracéao vigesimal

Se o sistema numérico de base cinco tem relagdo direta com o numero de
dedos de uma méo e o sistema decimal ao niumero de dedos de ambas maos, € de
se esperar que exista um sistema que considere, além das maos, os pés para se
designar um sistema de numeragéo.

De fato, o sistema de numeracao de base vinte considera o numero de dedos
das maos e dos pés somados.

POVOS ANTIGOS E SEUS SISTEMAS DE NUMERACAO

llhas Novas Hébridas.

As llhas Novas Hébridas ficam localizadas no Oceano Pacifico, a leste da
Australia.

O sistema de numeracao utilizado pelos povos nessa regido era um sistema de
numeragao quindria, ou seja, de base cinco.

Veja como eram 0s numeros desses povos: 1) tai, 2) lua, 3) tolu, 4) vari, 5)
luna, 6) otai, 7) olua, 8) otolu, 9) ovari, 10) luna luna.

E interessante saber o significado da palavra luna, equivalente ao nosso cinco:
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luna significa mao e o prefixo 0 dos numeros seis, sete, oito e nove tem significado
de uma mao mais alguma coisa. Portanto, otai significa uma mao mais um, por
exemplo.

Isso confirma a origem do sistema de numeragao utilizado nas llhas Hébridas: o
numero de dedos das maos.

Egito

Os egipcios, assim como os sumérios, utilizavam um sistema de numeragao
que se baseava na soma de elementos.

Eles denominavam simbolos e palavras equivalentes aos numeros 1, 10, 100,
1000, 10000, 100000, 1000000 e assim por diante e seus numeros eram
constituidos pela soma desses simbolos. Por exemplo: eles representavam o
namero 359 por trés simbolos de cem, cinco simbolos de dez e nove simbolos de
um. Veja:

1 |10 [100{1000] 10000 |100000 | 4¢q°

oo D)2 | &

Como cada simbolo podia ser repetido nove vezes, Pode-se imaginar o caos
para se escrever um numero repleto de noves e oitos.

As fragdes no sistema de numeracao egipcio eram reduzidas a 2/3, 3/4 e as do
tipo 1/n. Veja exemplos de como eram representadas as fragées do tipo 1/n:

1/3 1/5
il
i il

Mesopotamia

Os mesopotamios utilizavam um sistema de numeragao sexagesimal, ou seja,
de base sessenta.

Eles representavam os numeros através de sua escrita cuneiforme (baseada
em caracteres em forma de cunha): uma cunha na vertical representava o numero
um, que podia ser repetido até nove vezes e uma cunha na horizontal representava
o0 numero dez, que podia ser repetido somente até cinco vezes.

Por esse sistema podia-se escrever qualquer numero até cinqtienta e nove. O
numero sessenta, curiosamente, era representado exatamente como o niumero um:
por uma cunha na vertical. Para se representar nUmeros a partir de sessenta,
escrevia-se a cunha vertical e ap6s um pequeno espacgo, escrevia-se a quantia que
faltava.

O sistema de numeracao de base sessenta tem uma origem mais complexa se
comparada com outros sistemas de numeragéo.

Existe a hipotese de que esse sistema comegou a ser utilizado por povos que
utilizavam a base dez e se juntaram com povos que utilizavam a base seis.

Entretanto, a hipétese mais provavel é que esse sistema tem sua origem ligada
a desenvolvida ciéncia dos mesopotdmios 0 numero sessenta estaria ligado ao
nuamero de dias de um ano (o ano do calendario mesopotamio continha 360 dias).

Essa hipétese também pode explicar por que os graus da circunferéncia sao,
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ao todo, 360. Os mesopotamios consideravam o ano como um ciclo e como eles
dividiam esse ciclo em 360 partes, também acharam por bem dividir a circunferéncia
em 360 graus.

Observe os simbolos utilizados pelos mesopotamios:

¥ 2 YY
> YYY i,
59;11*‘1"

-« YYY

Yy

F ) 0y Y
3 ¥ «YYY 12
Roma

Os romanos utilizavam letras para representar os numeros.

Os simbolos desse sistema eram: I, V, X, L, C, D, M (1, 5, 10, 50, 100, 500 e
1000, respectivamente).

Os simbolos |, X, C e M podem ser repetidos até trés vezes. A diferenga entre
esse sistema e o sistema egipcio € que esse utiliza, além da soma, a diferenca, em
suas representagdes. Se o simbolo |, X ou C é escrito a direita de outro de maior
valor, somam-se seus valores e quando é escrito a esquerda de outro de maior
valor, subtrai-se o seu valor.

A partir do numero quatro mil, os romanos colocavam um trago sobre o numero
indicando “mil vezes mais”. A partir de um milh&o, os romanos colocavam dois
tracos, indicando “um milhdo de vezes mais”.

171 —
Bl 400007 I‘\i
4] 1% 4456345) IWEDLWICCCY LY
B) Wl

Grécia

Os gregos utilizavam um sistema de numeragdo bastante semelhante ao
sistema romano, valendo-se de letras de seu alfabeto para representar os numeros.

As letras eram escolhidas tendo-se por base o “nome” que davam aos
nameros.

Veja:

A | H XM

Pente Deka Hekatan Khilioi Murioi
T=vt= Aewoe |Hewawow| Hidvwoo | Mupwoo

=] 10 100 1000 | 10000
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Observe agora os numeros gregos:

Tl e F 4 e [ 78 |9 o
LU | PE T T A
50 100: | s00: | 1000:| sooo | 10000 |S0000 |

FioH | r XM r

Temos entdo que para se formar um numero nesse sistema, agrupam-se séries
de simbolos que representam um numero base, que pode ser um, cinco, dez etc.
cada um podendo ser repetido até quatro vezes.

América

Falaremos agora do sistema de numeragao maia.

Os maias utilizavam o sistema de numeracao vigesimal, de base vinte.

Provavelmente a origem desse sistema é a soma dos dedos das méaos e dos
pés, que é vinte.

E interessante observar que os maias utilizavam, entre os simbolos que
representavam os numeros, um simbolo equivalente ao nosso zero, ou seja, que
representava o vazio.

Os maias utilizavam um ponto para representar o nimero um e um trago para
representar o numero cinco. Podia-se repetir o ponto até quatro vezes e o trago até
trés vezes. Portanto, até o numero dezenove o sistema é de base cinco. Porém, a
partir dai, os simbolos se repetem e tomam a configuracao do sistema vigesimal.

0: 5 — 10 — S —
- L]
1: = 6 —— 118 =—= 16:
2: - EL 122 —— 17: 22
Jr wea 8: bl 13: e 18: —
4 name g e 14 oo 190 ——

Veja como é engenhoso o sistema numérico maia: a partir do numero 20, a
numeracao segue um processo onde o numero € dividido em duas partes uma parte
de cima e uma de baixo. A parte de cima é um numero que deve ser multiplicado por
vinte, que € a base numérica e a parte de baixo € um namero que deve ser somado
ao numero representado pela primeira parte do niumero. Pode-se dizer que essas
partes sdo as ordens do nosso sistema de numeracao decimal posicional.

Observe os exemplos:
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20: 21 43: s

M . 350

100: 120°

o e

I

China

Os chineses utilizavam um sistema de numeragéo bastante curioso.

Era um sistema que utilizava adicdo e multiplicagdo. Era um sistema de
numeracao de base dez, mas que tinha simbolos definidos para o dez, cem, mil, dez
mil.

Como o sistema maia, um numero era formado por duas partes: uma acima da
outra.

Vejamos como eram os simbolos chineses para os numeros:

s X 10: _I-

Wl

4: E g J-l 1000: q—-‘.
5: ]i 9: j‘b 10000: %

Os numeros eram formados assim:

2z 10

L o 10
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40906

% 4 = 10000
ﬁj gx 100

x4

COMPARACAO ENTRE OS SISTEMAS DE NUMERAGCAO

Vamos agora analisar os sistemas de numeragcdo de um modo mais critico,
tentando definir o melhor deles.

Esta claro que o sistema de numeragéo posicional € o mais apropriado frente
os sistemas de numeracdo ndo posicionais. Lembrando sempre que atualmente a
facilidade e a praticidade do sistema de numeracao posicional ndo € mais tao vital
quanto eram na época que nao havia as maquinas de calcular. Apesar disso, ndo ha
sequer a hipotese de se adotar um sistema de numeragdo assim, pois o sistema
numeérico nao posicional ndo oferece vantagem alguma sobre o sistema posicional.

Como vamos comparar os sistemas de numeracao posicionais, utilizaremos os
simbolos usuais sempre que houver necessidade de se representar um numero,
usando as letras do alfabeto se a base do sistema for maior que dez.

Do ponto de vista matematico, as bases numéricas pouco interferem na
resolucao dos calculos. E claro que o objeto com o qual se opera é o niumero, que €
a quantidade propriamente dita, e, portanto, resultados obtidos em qualquer base
serdo sempre 0s mesmos, independentemente da representacédo do numero.

As propriedades dos numeros como os multiplos e os divisores, por exemplo,
também sdo sempre os mesmos. Portanto, os numeros primos do sistema de
numeracao decimal serdo primos, quaisquer que sejam as bases numeéricas que se
trabalhe. No sistema de numeragéo de base trés, entdo, o nimero 10 serd primo € 0
namero 11, ndo. Como os multiplos e os divisores ndo mudam, o MMC e o MDC de
dois ou mais numeros nao se alteram. No sistema de numeracdo de base doze,
portanto, o MMC e o MDC de 10 e 3 € 10.

Os numeros pertencentes as classes de numeros “especiais”, como 0s
nameros amigos, 0S numeros amigos quadraticos e os perfeitos também serdo
sempre 0os mesmos independentemente da representacdo. Portanto, o nimero 11
sera perfeito no sistema numérico de base cinco.

Vemos com isso que o que interfere nesses casos € 0 numero em si € Nao 0s
algarismos em questao.

Nao encontraremos, por isso, nenhum critério para se avaliar um sistema
numérico nessa area de calculos e propriedades, pois todos os sistemas sao
equivalentes quanto a isso.
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Podemos notar, entretanto, que quando trabalhamos com numeros fracionarios
as bases numéricas irdo interferir na representacdo mais simples ou ndo de certos
nameros. Se tomarmos o niumero 1/3 no sistema decimal, e o representarmos como
uma divisdo de um por trés obteremos a dizima periddica 0,3333... enquanto no
sistema de base trés esse nimero € representado simplesmente por (0,1)s.

E claro que estamos falando de um mesmo numero (0,3333... = (0,1)3) e é
obvio que a representacado mais simples € a que temos no sistema ternario.

Logicamente esse também ndo € um bom critério para se avaliar um sistema
de numeragédo, pois da mesma forma que o sistema ternario € o melhor para se
representar o 1/3 decimal, o sistema de numeracao de base dez é o melhor para se
representar a dizima ternaria (0,202020....) 3= 1/4 = 0,25.

Ainda falando em numeros fracionarios a base numérica impar transforma o
meio em dizima. Esse ndo é propriamente uma desvantagem em relagdo as bases
impares, mas a metade € um conceito muito basico para ser uma dizima, mais
basico que o terco, por exemplo.

O sistema de numeracdo de base impar, também dificulta o rapido
reconhecimento de nimeros pares e a propria idéia de paridade é obscurecida ao se
adotar tal sistema. Portanto se quisermos manter a idéia de paridade e o seu facil
reconhecimento, a base numérica precisa ser par.

Entdo para se avaliar o melhor sistema de numeracédo temos que analisar qual
€ 0 que nos da maior praticidade para se trabalhar com ele.

Quando propés o sistema de numeracao binaria, 0 que se queria era encontrar
o sistema numérico mais simples possivel. Um sistema que somente utiliza a
unidade e o zero para representar qualquer nimero obviamente é um sistema
bastante pratico. E inviavel, entretanto trabalhar com um sistema de numeragao de
base tdo pequena, pois a partir de um certo niumero, a representacao por algarismos
ficaria muito extensa. O ano da segunda grande guerra foi, em sistema binario, o
anode 11110010011 dC.

Portanto bases numéricas muito pequenas tém uma desvantagem muito
grande.

Da mesma forma, uma base numérica muito grande também causaria alguns
transtornos. Imagine a base sessenta sendo empregada. Seria preciso sessenta
simbolos diferentes para os algarismos — e 0 mesmo numero de nomes desses
algarismos, claro — e isso dificultaria a sua utilizagdo. Imagine como seria ler um
namero que contém vinte ou trinta algarismos diferentes. E dificil imaginar como
seria a nossa tradicional tabuada multiplicativa nessa base numérica. Seria cinco
vezes maior que a tabuada multiplicativa do sistema de base doze que
apresentamos ao comparar as operagdes em diferentes bases numéricas.

Logicamente essas desvantagens dos sistemas de numeragédo de bases muito
menores e muito maiores que dez sdo evidenciadas por nds porque estamos ja
acostumados com o sistema decimal. E uma questdo de adaptagdo, sem duvida
alguma. Porém, tentamos encontrar o melhor sistema numérico sob nosso ponto de
vista, mantendo a parcialidade.

Mantendo essa linha de raciocinio, nos debatemos com os sistemas de bases
proximas ao nosso dez.

A base doze é defendida por ser uma base de muitos divisores o que facilita o
reconhecimento dos divisores de um numero qualquer escrito nessa base. Além
disso, a nossa maquina de calcular primitiva, nossas maos nao perde a importancia,
pois a duzia € o numero de falanges dos quatro dedos das maos (todos os dedos
menos o polegar).
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Propriamente para o numero dez é muito dificil encontrar defensores
empenhados, talvez por ser a base numérica em vigor, suas vantagens ja estao
desgastadas.

Entretanto, s base dez tem a seu favor um fator importantissimo: o fato de estar
enraizado na cultura de praticamente todos os povos do planeta faz da base dez
insubstituivel.

Tomando uma visdo mais geral, todas as bases numéricas apresentam
vantagens e desvantagens e € impossivel encontrar uma que seja perfeita e isso faz
da substituicdo da nossa base decimal algo inutil e sem fundamento algum.

Para se trocar a base numérica seria necessario obrigar todas as pessoas a se
acostumarem com novos simbolos, novos nomes, novas operagdes. Teriamos que
modificar tudo que utiliza ndmeros, como as configuracbes de aparelhos, as
identidades das pessoas, 0 sistema bancario e de mercado (se a reestruturacao
pudesse mudar as injusticas desses sistemas, poderia ser uma boa idéia, mas nao
podem), os livros etc.

Atualmente é impensavel se trocar a base numérica. O que se pode e se deve
fazer é continuar tirando vantagens dos outros sistemas de numeragdao como a
binaria e a ternaria para se utilizar nos locais que podem oferecer uma grande
vantagem como em computadores, adaptando cada sistema a uma fungcdo em que
se torne mais eficiente.

CONSIDERAGCOES FINAIS

A pesquisa que apresentamos nesse trabalho sobre os sistemas de numeragéo
tem por objetivo ndo a modificagdo concreta do sistema de numeragdo que
utilizamos a tanto tempo, nem mesmo ao questionamento dessa hipdtese ja
descartada nas linhas descritas em nossos textos.

Um trabalho como este pode ser encarado como algo sem razdo, sem uma
serventia real por um ponto de vista excessivamente utilitarista. Vemos com
profunda tristeza que essa visédo estd sendo difundida entre nossos estudantes que
se mostram desinteressados pelos assuntos que nao Ihe dao resultados imediatos e
concretos. A constante procura pelo produto do imediatismo “rapido — facil — simples”
destréi uma grande parte de futuros grandes génios intelectuais, cidaddos do mundo
incrivel da ciéncia.

A busca pela quantidade esta superando o desejo sagrado pela qualidade em
setores, como as escolas e mesmo as universidades, que deveriam prezar por
valores que possibilitem o desenvolvimento da ciéncia.

Esta é uma das intencdes desse trabalho: chamar a atencao para assuntos que
vao além do “para que isto me servira?” que domina o senso-comum.

Um trabalho que estuda a esséncia da algebra basica, busca respostas na
histéria para o porqué da configuracdo numérica atual, abre espaco para pequenas
curiosidades matematicas e luta incansavelmente para fazer com que as pessoas
queiram aprender matematica e nao simplesmente decorar formulas e enunciados.

Muitas vezes, as pessoas utilizam a matematica e ndo se dao conta do porqué
do processo que seguem, mas somente se preocupam se o resultado é ou ndo é
verdadeiro. Seguem as regras determinadas por outras pessoas, seja por
professores ou alguém que se insinua “intelectualmente superior”. Além de nao
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questionar essas regras, tomam-se elas por verdades absolutas, como se as regras
fossem criadas arbitrariamente, por definicao.

A matematica é pouco discutida atualmente. Pelo mito (irreal) da complexidade
fora do comum dessa ciéncia, as pessoas ja ficam potencializadas a nao ter
necessidade de entendé-la como um todo, se satisfazendo em aceitar o que lhe é
imposto.

Nosso trabalho foi pensado por pessoas que lutam pelo fim desse sistema,
pelo aprendizado verdadeiro da matemédtica, para que faga sentido continuar
trabalhando nas pesquisas pelo desenvolvimento cientifico, cultural e social e para
que as pessoas valorizem e participem desse desenvolvimento.

As pessoas que se empenharam para que se alcangassemos os resultados
desejados sdao amantes da matematica, mas ndo somente dos numeros e dos
célculos, amam a matematica como um todo, com seus conceitos, suas abstracoes
e sua magica historia, tdo perfeita que s6 poderia ter sido feita por seres de alto
potencial, que amavam também a ciéncia.

Esperamos com esse trabalho despertar um pouco de amor pelo
conhecimento, fazendo justica aos nossos dedicados cientistas que tanto lutaram
para que nés chegassemos ao nivel técnico-cientifico atual.

A busca pela qualidade e pelos conceitos mais profundos, mesmo sendo
menos praticos, € vital para uma melhor compreensao da realidade e para a
sobrevivéncia de instituicbes como as universidades publicas que se dedicam a
extensdo e pesquisa e ndo somente formar maquinas para operar no mercado de
trabalho.
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APENDICE

ALGORITMO DA DIVISAO: UNICIDADE DO QUOCIENTE E DO
RESTO

Teorema de Eudoxius:

O teorema de Eudoxius, erroneamente atribuido a Arquimedes e denotado por
principio de Arquimedes, enuncia a seguinte proposicao:

Dados dois inteiros a e b, podemos ter apenas duas situagdes: a € multiplo de
b ou a se encontra entre dois multiplos consecutivos de b, ou seja: gb <a < (q + 1)b.

A demonstracao desse enunciado € bastante simples: dados dois inteiros a e b,
existe um valor inteiro n, tal que a<nb. Veja: considerando b>0 e a>0, temos b>1 e
portanto ab>a e ab+b>a. Tomando a+1=n, teremos nb>a. Se b<0 ou a<0, podemos
considerar ao invés de a e b, (—a) e (-b). Assim: considerando b<0 e a>0, existe um
numero n tal que n(—b)>a e portanto, (—n)b>a. Se considerarmos o menor inteiro n
que satisfaz essa condigcéo, teremos que (n—1)b sera menor ou igual ao numero
inteiro a, pois (n—1)b ndo pode ser maior que a. nesse caso: (n—1)b < a < nb.
Tomando g= (n—1), temos que gb <a < (q + 1)b.

Dados dois numeros inteiros a e b, tal que b>0, existe um Unico par q e r tais
que a = gb + r; 0<r<b (r = 0 se, e somente se a for multiplo de b). Chamamos g de
quociente e r de resto da divisdo de a por b.

Demonstraremos agora a existéncia e a unicidade do par q € r e, assim,
poderemos definir a operagao de divisao.

Dados entao dois numeros inteiros a e b, tal que b>0, temos que gb<a < (g +
1)b, ou seja, a € um mudltiplo de b ou a esta entre dois multiplos consecutivos de b.
Hipo6tese garantida pelo teorema de Eudoxius.

Da expresséao anterior tiramos que:

gb<a=0<a-gbea-qgb<b. Sedefinirmos r=a - qgb, teremos que a =qb
+ r, garantindo a existéncia de g e derr.

Para provarmos a unicidade, suponhamos um segundo par q’ e r’, tais que:

a=qgb+r;0<r<b

Temos:

a=qgb+r=qb+r

gb+r=gb+r=0agb-gb=r-r=(Qq-q)o=r—-r=(r-r)éum numero
multiplo de b. Mas temos quer <ber<be portanto | —r| <b. Assim,0< | —r|<b
e é um multiplo de b. Logo, [ —r| =0, 0ouseja,r =r.Comogb=a—-reqgb=a-r,
concluimos que gb = g’b e portanto, g = q'.

No momento em que definimos os ndmeros a e b, fizemos a restricdo b>0.
Porém, se b<0 entdo —b>0, logo existem q e r tais que a = q(-b) + r; 0<r<(-b). Logo,
a=(—q)b+r e 0<r<(-b)=|b|.

Podemos entdo enunciar o algoritmo da divisdo da seguinte forma: dados dois
nameros inteiros a e b, tal que b+0, existe um Unico par de inteiros q e r tal que a =
gb+r,com0<r<|b|.
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MMC E MDC

Os multiplos de um ndmero: dado um numero n, denominam-se multiplos de n
todos os numeros m, tal que m=nk; k € Z.

Os divisores de um numero: dado um numero n, denominam-se divisores de n
todos os numeros m, tal que n=mk; k € Z.

O minimo multiplo comum (MMC) de dois inteiros positivos a € b € o menor
inteiro positivo m que m € multiplo de a e b. Notag&o: [a,b]=m.

Por exemplo: o MMC(6, 8) é 24 pois ndo existe nenhum inteiro positivo m<24,
tal que m = 6k e m = 8K’.

O maximo divisor comum (MDC) de dois inteiros a e b (a ou b diferente de zero)
€ o maior inteiro d que divide a e b. Notagdo: (a,b)=d.

Por exemplo: o MDC(16, 18) € 2 pois ndo existe nenhum inteiro d>2, tal que 16
=dk e 18 = dk.

NUMEROS PRIMOS ENTRE S| OU RELATIVAMENTE PRIMOS

Consideremos o0s numeros inteiros a e b. Dados os divisores de a e os
divisores de b, dizemos que a e b sdo numeros primos entre si se o Unico divisor
comum de a e b for o nimero 1.

PROPRIEDADES SOBRE DIVISIBILIDADE

Considerando dois numeros inteiros p e q, se p € divisivel por g, o resto da
divisdo p / q sera zero:
pla_

0 k ;ondeké o quociente

Portanto, p = gk, se p é divisivel por q.

Se p nao é divisivel por q, p = gk + r, sendo r#0 o resto da divisdo de p por qg.

Considere agora cinco numeros inteiros m, n, t, p, q. Se p € divisivel porte q é
divisivel por t, entdo a soma (pm + gn) sera divisivel por t.

A demonstracao € simples: se p € divisivel por t e q é divisivel por t, temos: p =
tk’ e q =tk”. Multiplicando a primeira equagéo por m: pm = tk'm e multiplicando a
segunda por n: gn =tk”n. Somando as duas equac¢des membro a membro: pm + gqn =
tk’m + tk”n = t(k’m + kK’n); que é divisivel por t.

O HEXAGONO REGULAR INSCRITO NA CIRCUNFERENCIA

O hexagono é um poligono regular, uma figura geométrica possuindo seis
lados e seis angulos congruentes, ou seja, os lados de mesmo comprimento e 0s
angulos de mesma medida.

Dizer que um poligono é inscritivel em uma circunferéncia significa que os
vértices do poligono se interceptam pertencem a circunferéncia. Veja:
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Observe agora uma propriedade interessante do hexagono regular inscrito: o
comprimento do raio da circunferéncia € exatamente igual ao comprimento de cada
lado do hexagono. lIsso permite dividir a circunferéncia em seis arcos de
circunferéncia congruentes, cada um com sessenta graus.

NUMEROS AMIGOS E NUMEROS PERFEITOS

Quando perguntaram para Einstein o que ele considerava um amigo, o
cientista respondeu: “Amigo é aquele que é o outro eu, como 0 numero 284 é do
220",

O que Einstein quis dizer com isso é que os dois numeros citados tém uma
propriedade bastante rara: os divisores de 284 séo 1, 2, 4, 71, 142 e 284. Excluindo
0 numero 284, que é o préprio numero que estamos estudando, restam 1, 2, 4, 71 e
142. A soma deles é 220. Somando agora os divisores de 220, excluindo ele proprio,
que sao 1, 2, 4, 5,10, 11, 20, 22, 44, 55 e 110 teremos como resultado exatamente
284.

Esse é um exemplo de numeros amigos. Portanto, dois numeros sao
considerados amigos se a soma dos divisores de um deles, exceto ele préprio, for
igual ao outro e vice-versa.

Os numeros amigos menores que 10000 sédo 220 e 284, 1184 e 1210, 2620 e
2924, 5020 e 5564, 6232 e 6363.

Podemos definir outra classe interessante de niumeros chamados de amigos
quadraticos. Por exemplo, os numeros 13 e 16. O quadrado de 13 € 169 e a soma
dos digitos de 169 resulta 16. O mesmo ocorre com o quadrado de 16 que é 256 a
soma dos seus digitos é exatamente 13.

Considere agora o numero 6. Os seus divisores sao 1, 2, 3 e 6. podemos
perceber que esse numero tem uma caracteristica muitissimo especial: 0 numero 6 é
amigo dele préprio e isso é o bastante para se definir que o nimero 6 pertence a
uma classe de numeros muito restrita: a classe de nimeros amigos dele si mesmos.
Esses numeros foram denominados como numeros perfeitos.

Um nUmero perfeito é da forma: P = 2°7'(2° —1). Veja: 6 =2°7"(22 —1) e 28 =
237128 —1).

Portanto, os dois primeiros numeros perfeitos séo 6 e 28.
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O SISTEMA TERNARIO E O SISTEMA DE MAIOR CAPACIDADE

Podemos provar que o sistema de numeragdo de base trés é o sistema de
maior capacidade de uma maneira relativamente simples para aqueles familiarizados
com o calculo diferencial. Para avaliar a capacidade de um sistema de numeragéo,
consideramos a quantidade de numeros que pode ser escrito com uma quantidade
determinada de digitos. Por exemplo, para escrever os 1000 primeiros numeros
naturais, no sistema decimal, sdo necessarios 30 digitos (10 para cada casa
decimal).

Sabemos que utilizando sessenta digitos podemos escrever 2°° nimeros no
sistema de base dois, 3?° nimeros no sistema de base trés, 4'° nimeros no sistema
de base quatro, 52 nimeros no sistema de base cinco, 6'° nimeros no sistema de
base seis, 10° nimeros no sistema de base dez, 12° nimeros no sistema de base
doze, 15* nimeros no sistema de base quinze, 20° nimeros na base vinte, 30°
nameros na base trinta e 60 nUmeros na base sessenta.

20~ 1073741824
3= 3486784401
4= 1073741824

5'2- 244140625
60 = 60466176
10° = 1000000
12% = 248832
15% = 38416
20° = 8000
30% = 900
60" = 60

E evidente que o nlimero sessenta para ser o nimero de digitos do exemplo
que propomos podia ser qualquer outro, mas tomamos exatamente o numero
sessenta por esse numero ter diversos divisores e serviria muito bem para um
exemplo pratico.

Entretanto, se tomarmos como n o numero de digitos que se pode utilizar para
se formar os algarismos e considerarmos como x a base do sistema de numeracao
que queremos testar, 0 numero de algarismos que podemos formar com os n digitos
disponiveis sera dado pela expressao: x”, pois utilizariamos x digitos para escrever
numeros até a primeira ordem do sistema de numeragdo, mais x digitos para
escrever numeros até a segunda ordem e assim por diante. Obteriamos, portanto,
n/x ordens. Como a quantidade de algarismos escritos até uma ordem qualquer m
numa base numérica qualquer b é determinado por b™, chegamos a expressao
considerando b=x e m=n/x.

Escrevendo x™ como uma fungdo com varidvel x, podemos calcular o valor
maximo que x"* assume com o auxilio de uma série de teoremas do calculo
diferencial.

Daremos o enunciado de dois desses teoremas que sdo 0s que mais nos
interessam:

1) uma fungéo y(x) tera valor maximo ou minimo num ponto xo se a derivada
dessa fungao nesse ponto for igual a zero.
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2) uma funcdo y(x) sera crescente num intervalo se a derivada de y(x) for
positiva nesse intervalo e serd decrescente num intervalo se a derivada y(x) for
negativa nesse intervalo.

Nesse caso, considerando y(x)= x", temos derivada de y(x)= x"*:

Y (X) = (n/x. X" (X" Inx.(-n/x?)) = n.x"2.(1-Inx)

De acordo com a proposicao 1, a fungéo terd valor maximo num ponto se e
somente se a derivada da fungéo nesse ponto for igual a zero. Nesse caso temos, se
y’(x) for igualada a zero:

n.x"*2 (1-Inx) = 0

(1-Inx) =0

Inx = 1

X=e

Como a derivada da fungdo é positiva para todos os pontos a esquerda do
ponto x=e e negativa para os pontos a direita de x=e, concluimos que a funcédo &
crescente para todo x<e e decrescente para todo x>e. Portanto, e € um ponto de
maximo da fungao y(x)= x"”.

O numero e é um numero irracional que representa a base do sistema natural
de logaritmos e seu valor aproximado é e=2,718281828459045...

A D
1 2 ©®3 a4 5 6

O numero inteiro mais proximo de e € o numero 3. Concluimos, portanto, que
esta é a base numérica de maior capacidade.
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