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O movimento de uma particula descreve uma trajetoria, que podemos representar por uma
curva no plano ou no espago. Para cada instante t, podemos considerar suas coordenadas em func¢ao
do tempo t, isto &, x=x(t), y=y(t) e z=z(t).

Por outro lado, dada uma curva, podemos imagind-la como uma trajetéria e escrever as
coordenadas de seus pontos em funcdo de um parametro t. Tais fung¢des, juntamente com seus
dominios comuns, sdo denominadas equagdes paramétricas da curva. Por exemplo, para a reta no
plano de equagdo y = 2x+1, podemos tomar x=t e y=2t+1, teR. E claro que se quisermos somente o
segmento de reta com extremos nos pontos (0,1) e (2,5), tomamos t€[0,2] (ou 0 <t < 2). Note que
existe uma infinidade de representagdes paramétricas para a reta y=2x+1. Por exemplo, x=—t'+5,
y=2(~t+5)+1==2t+11, teR ¢ outra parametriza¢io para a reta dada. Se tomarmos x=t>, y=2t>—1,
teR, ndo vamos obter a reta toda pois, neste caso, x nunca assume valores negativos.

Se uma curva no plano tem equacdo y=f(x), xe€l, entdo x=t, y=f(t), tel, ¢ uma
parametrizacio para essa curva. Por exemplo, x=t, y=t’, —2<t<2 ¢ uma parametrizacio para a
parabola y=x* para —2<x<2.

A circunferéncia com centro (xo,ty) e raio r tem equacio (x—xo)+(y—yo)’=r>. Tomando
x=Xgtr-cos(t), y=yotr-sen(t), 0<t<2m, ¢ facil verificar que x e y tomados desta forma satisfazem a
equagao (x—x0)2+(y—y0)2=r2. Também, se (x,y) ¢ um ponto da circunferéncia, entdo
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(ﬂj —{mj =1. Logo, existe te[0,2n] tal que cos(t) = (X_XOJ e sen(t) = (Mj
r r r r

Assim, x=xg+r-cos(t), y=yotr-sen(t), 0<t<2m, € uma parametrizagdo para a circunferéncia dada.
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Para a elipse de equacao [X Xoj +[y byoj =1, procedendo como no caso da
a

X=Xy Y—=Yo
a b

circunferéncia, tomando cos(t) = e sen(t) = , 1sto €, x=Xx¢t+a-cos(t), y=yo+b-sen(t),

0<t<2m, obtemos uma representagcdo paramétrica.
Y—Yo
b

) e cotg(t) = Y Yo
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Para a hipérbole de equagao (X —%o j —( j =1, como
a

cosecz(t)—cotgz(t)Zl, basta tomar cosec(t) = , i1sto &, x=X¢t+a-cosec(t),

y=Yotb-cotg(t), 0<t<2m para obter uma representa¢do paramétrica.
A Inversa

Se uma curva I" tem equagdes paramétricas x=f(t), y=g(t), tel ¢ de simples verificagdo que a curva
I de equagdes paramétricas x=g(t), y=f(t), tel, ¢ simétrica em relagdo a reta y=x. Assim,
denominamos I"” de inversa da curva I'. Note que se a curva I" é o grafico de uma fungao bijetora f,
entdo I'” é o grafico de .

Exemplo. A fungdo f:[-1,1]—[0,4], f(x)=x*+2x+1 & bijetora. Uma parametriza¢ao para essa fungao
¢ dada por x(t)=t, y(t)=t*+2t+1, te[-1,1]. Uma parametrizagdo para a sua inversa,
£71:[0,4]>[-1,1], é dada por x(t)= t*+2t+1, y(t)=t, te[-1,1].
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Se uma curva tem equagdes paramétricas x = x(t) e y = y(t) tel, onde x(t) ¢ inversivel,
digamos t(x) ¢ a inversa, entdo y = y(t) = y(t(x)), ou seja, y = f(x) onde f(x) = y(t(x)).
Exemplo. Seja a curva com equagdes paramétricas x =3 —t, y =t*+ 1, 0 <t < 1. Nesse caso, x =3 —
t & inversivel com inversa t =3 — x. Logo, y = (3 —x)* + 1 =x* — 6x + 10 = f(x). Como te[0,1] entdo
x€[2,3], ou seja, o dominio de f¢é [2,3].

Exercicios.
1. Encontre a parametriza¢do da inversa da funcdo f:[0,9]—[0,3], f(x) = Jx e faca o grafico
de ambas

2. Faga o grafico da curva de equagdes paramétricas x = 2cos’(t), y = 2sen’(t), 0 < t < 27.
3. Encontre uma equacdo cartesiana para cada uma das curvas abaixo
a)x=+t,y=tt0 b)x=—+t,y=tt>0 c)x=sen(2t),y=cos(2t),0<t<2n

dyx=Vt+l y= \/I,tzo e) x = 2cos(e'), y = 3sen(e'), -0 < t < oo

HDx=1-2t,y=2+t,-c0o<t<o0

Equacdes paramétricas no Winplot (2-dim) (http://math.exeter.edu/rparris)

Para fazer o grafico de uma fung¢ao acione Equacdo e Paramétrica, para abrir a janela
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Exemplo. A circunferéncia de centro em (1,-2) e raio 2 pode ser parametrizada pelas equacdes x =
1 + 2cos(t), y = =2 + 2sen(t), 0<t<2m, como também pelas equagdes x = 1 + 2sen(t), y = -2 +


http://www.exeter.edu/~rparris/

2cos(t), 0<t<2m. No primeiro caso, a curva inicia no ponto (3, -2) (quando t=0) e se desloca no
sentido anti-horario. No segundo caso, a curva inicia no ponto (1, 0) (quando t=0) e se desloca no
sentido horario. Para ver a constru¢ao do grafico no winplot, entre com as equagdes x=1+2cos(at),
y=-2+2sen(at), 0<t<l, colocar seta em t = , e faca a animacdo de a de 0 a 2*pi. Faga o
mesmo para o outro par de equagdes paramétricas.

Exemplo. As equacdes paramétricas da reta que passa por dois pontos A e B podem ser obtidas da
equacdo (x,y)=tA+(1-t)B. Note que, para t=0, obtém—se o ponto A e, para t=1, o ponto B. Para se
obter o segmento com extremidades em A e B, basta fazer t variar no intervalo [0,1]. Usando esse
método, encontre as equagdes paramétricas da reta que passa por A=(1,2) e B=(-2,1). Construa no
Winplot o segmento com extremidades nos pontos A e B. Construa no Winplot o grafico da curva
inversa do segmento AB.

Exercicios.

1) Faca a parametrizacdo da circunferéncia de centro na origem e raio 3. Faga o grafico do arco da
circunferéncia do segundo quadrante.

2) Faca a parametrizacdo da circunferéncia de centro no ponto (1,-2), e raio 2.

3) Faga a parametrizagao das elipses (usando seno e cosseno)
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2 & '42) + U +63) =1 b) 25x°+9y*=225 ) x+4y’=1.
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4) Dada a hipérbole de equacao T - y? =1, verifique graficamente e algebricamente, que

x=2cossec(t) e yzx/g cotg(t) ¢ uma parametrizacao para sua equagao.
5) Encontre uma parametrizacao para a hipérbole (y—l)z—(x+5)2=9.

6) Imagine uma circunferéncia rolando sobre uma reta. Qual serd a curva descrita por um ponto
sobre a circunferéncia? A curva é chamada cicloide e ¢ dada na figura abaixo. Serd interessante
fazer a animacao no winplot.

(%,%) = (at-sin{at),l-cosiat)) 0<ts] Equagio Paramétrica
(x—a) "2+ (v-1)*2=1 Equacio Implicita

(x,%¥] = (&a,1] EuagioPonto (xy)

(x,¥) = (a-sin(a),1-cos(a)) Equagio Ponto (1y)

segy l[a-sin(a),l-cos(a)) para (a,1) Egquagio Segmento

¥ =0 Eguagdo Explicita

Fazer a atimacio para a no intervale de 0 a 4%p1



Comprimento de arco de uma curva plana

Seja I' uma curva plana com equagdes paramétricas x=x(t), y=y(t), te[to,t;] onde x(t) e y(t) sao
fungdes com derivadas continuas e nao simultaneamente nulas em [to,t;] e tal que I’ ndo se
intercepta, exceto possivelmente em t = ty = t;. Entdo o comprimento de arco da curva I' quando t

£
vaidetpat; éL = L VX'(0)7 +y'(t)dt (Swokowski — vol II teor.15.3 pag 296)

Apéndice
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1. Se a,b sdo nimeros reais satisfazendo a“+b"=1 entdo existe te[0,27] tal que a=cos(t) e b =sen(t).
Para verificar isso, basta colocar os valores a e b nos eixos dos senos e co-senos, respectivamente, ¢
observar o valor de t.

sen

11 a 1 cos

-1

~ , . . 2 2 ~ .
2. Se a,b sdo numeros reais satisfazendo a*—b°=1 entdo existe te[0,2n] tal que a=cosec(t) ¢ b
=cotg(t). Para verificar isso, basta colocar os valores a ¢ b nos eixos das cosecantes e cotangentes,
respectivamente, e observar o valor de t.

Cosec

b cotg
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