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1 Matrizes e Determinantes

1.1 Matrizes

Definicao 1.1 Uma matriz mxn € uma tabela com nimeros dispostos em m linhas e n colunas.

11 Q2 - Qip
Q21 Q22 -+ Q2

Amﬂ - . . . = [az‘j]an
Am1 Am2 - Amn

onde a;; € o elemento da matriz que estd na linha i e na coluna j.

Tipos especiais de Matrizes. Seja uma matriz A = [a;;]x. A é chamada:
1. Matriz Nula se a;; = 0 Vi,Vj
2. Matriz Coluna se n =1
3. Matriz Linha se m =1
4. Matriz Quadrada de ordem n se m =n
Tipos especiais de Matrizes Quadradas.
1. Matriz Identidade se a;; = 0 quando ¢ # j e a; = 1.
Notagao: I, matriz identidade nxn.
2. Simétrica se a;; = a;; (Por exemplo, a matriz identidade)
3. Diagonal se a;; = 0 quando 7 # j
4. Triangular:
i) Superior a;; = 0 quando i > j

ii) Inferior se a;; = 0 quando ¢ < j

Numa matriz quadrada A = [a;;]nxm, 05 elementos ajq, age,. .., @, formam a diagonal

principal da matriz.

Observe que, se A = [a;;] é uma matriz simétrica, ent@o a i-ésima linha e a i-ésima coluna
de A tém exatamente os mesmos elementos e na mesma ordem. O termo ”simétrica” vem do

fato de existir uma simetria em A em relacao a diagonal principal.

1 =25 1 -2 5
Exemplo 1.1 A matriz | —2 4 7 | € simétrica e a matriz | 0 4 7 | € uma matriz
5 7 0 0 0 0

triangular superior.

Exemplo 1.2 Uma matriz identidade I,, € uma matriz diagonal, simétrica, triangular inferior

e triangular superior.

Operacgoes com matrizes

Adicao de matrizes. Dadas A = [a;;]mxn € B = [bijlmxn, A+ B = [a;j + bijlmxn. Note que
a adigao so é possivel quando o nimero de linhas e o nimero colunas forem iguais nas duas
matrizes.

Multiplicagao por escalar. Dada A = [a;j]uxn € @ um escalar (nimero), oA = [@a@;;|mxn
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Multiplicagao de Matrizes. Dadas A, = [@ij]mxn € Buxp = [bijlnspy AB = Crusp = [Cijlmp
onde ¢;; = Y ,_; a;by;. Note que a multiplicacao sé é possivel quando, no produto, o nimero
de colunas da matriz a esquerda ¢ igual ao nimero de linhas da matriz a direita.

linhas colunas de By, Crosp
de Apsn c1 C ... G
[ * ok k% x % * % lici, hLica ... lLig
lo * ok k% x % * % lacy  laco ... Ly,
x ok ok % x % * % N
I, * ok ok X * % * % Imc1 lmca ... lncy

Cij = licj = ainbij + igbaj + -+ + Qinbn;.

1 2

Exemplo 1.3 Para A= | 3 4 | e B= ; 18()] temos
5 6
Ix7+2x9 1x8+2x10 25 28
AB = | 3xT7T+4x9 3x8+4+4x10 | = | 57 64
5X74+6%x9 5x846x10 89 100

Note que neste exemplo nao € possivel realizar o produto BA.

Propriedades

Sejam A, B e C' matrizes, O uma matriz nula, I uma matriz identidade e r, s escalares. Desde
que sejam possiveis as operagoes, as seguintes propriedades sao vélidas.

1. Comutativa. A+ B = B+ A. Em geral AB # BA.

2. Associativa. A+ (B+C)=(A+B)+Ce A(BC) = (AB)C

3. Distributiva. A(B+C)=AB+ AC e (B+C)A=BA+CA

4. A+O=04+A=A; Al =1A= A; OA=0"; AO = O, onde O e O sdo matrizes nulas
adequadas.

5. 7(A+B)=rA+rB

6. (r+s)A=rA+sA

7. (rA)B =r(AB) = A(rB)

2 2
0 0

Exemplo 1.4 Para A = e BA =

1 1
1 1

Transposigao. Se A, = [a;;] ¢ uma matriz, a transposta de A é uma matriz denotada

L1 e B = L0 , temos AB =
0 0 10

por A" = [b;;] onde b;; = aj;. Observe que as linhas de A’ sdo exatamente as colunas de A,
isto é, para cada i, a i-ésima linha de A’ e a i-ésima coluna de A tém exatamente os mesmos

elementos e na mesma ordem.

Propriedades da transposta. Sejam A e B matrizes e r um escalar. Desde que se-
jam possiveis as operagoes, as seguintes propriedades sao validas.
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AB)' = B'A'. Em geral, (AB)" # A'B".

. A é simétrica se, e somente se, A = A?
Em alguns textos, como no livro do Boldrini, a transposta da matriz A é denotada por A’.

Inversa. Se A é uma matriz quadrada, a inversa de A, caso exista, é uma matriz de-
notada por A™! satisfazendo AA™! = A7'A = I (matriz identidade).

Se A e B tém inversas entdao AB tem inversa e (AB)™! = B7'A™! pois (AB)(B™'A™!) =
A(BB YA ' = ATA™' = AA =T

1 2 1 —2
Exemplo 1.5 Para A = e B = 0 , temos A7! = 7 e B7! =
3 7 11 -3 1
1 2 —2
X . Temos também, AB = s , (AB)™! = 7 =B 1'A e
-1 1 10 7 —-10 3
9 -2
A7'B7! = AB)~ L.
4 1 | 7 (AB)

1.2 Determinante de uma matriz quadrada

Em lugar de definir o determinante de uma matriz quadrada, vamos considerar o desenvolvi-
mento de Laplace, a partir da i-ésima linha da matriz (o que também poderia ser feito a partir
da j-ésima coluna):

Para uma matriz quadrada de ordem 1 o determinante é dado por det([a]) = a.

Para uma matriz quadrada A = [a;;]nxn, de ordem n > 2

n

det(A) = Z(—l)iﬂ - a;; - det(Ag ),

J=1

onde A;; é a matriz quadrada de ordem n — 1, obtida da matriz A retirando-se a i-ésima linha

e j-ésima coluna.

A definicao de determinante pode ser encontrada nos livros constantes da bibliografia.

Exemplo 1.6 Se I, é a matriz identidade de ordem n entao det(I,) = 1.

Exemplo 1.7 Se A = ¢ Z entao det(A) = ad — be.
c

ai; Gr2 43
Exemplo 1.8 Se A = 21 22 Q23 entao d@t(A) = a11° Q22" A33+ Q12 A93 " Q31 + A13 - Q21 *

| @31 (32 33
32 — Q13 - Q22 - 31 — A12 * A21 * A33 — A11 * A23 * A32.
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Exercicio 1.1 Calcular o determinante das matrizes:

1 2 3 4 1 05 0
bz3 5 010 2 00 =2
A=|4 0 6 | B= eC =
-2 150 3 40 6
709
-1 2 0 3 -2 01 0

Propriedades de determinantes.

1. Se A tem uma linha (ou coluna) nula entao det(A) =0

2. Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) de uma matriz por uma constante r, seu determi-
nante fica multiplicado por r

3. Se A é uma matriz nxn e r é um escalar entao det(rA) = r"det(A)

4. Trocando a posigao de duas linha (ou colunas), o determinante troca de sinal

5. Trocando a linha ¢ por linha i 4+ r(linha j), ndo se altera o determinante (o mesmo vale para
colunas em lugar de linhas)

6. Se A tem duas linhas (ou colunas) iguais entao det(A) =0

7. det(AB) = det(A)det(B)

8. Se existe a inversa de A entdo det(A™1) = 1/(det(A))

9. Existe a inversa de A se, e somente se, det(A) # 0

10. O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da diagonal
11. Se em uma matriz quadrada A, linha i = r(linha j) + s(linha k), j # i e k # i, entdo
det(A) =0

12. det(A) = det(AY)

Exercicios 1.2 Livro do Boldrini pagina 11 exercicios 1, 2, 6, 9, 10, 12, 13; pagina 90

exercicios 4, 8 e 13

, . a b | . ) .
Exercicio 1.3 Mostre que se A = J ] € uma matriz inversivel entao

C
d —=b
A1 — 1
det(A) [ —c a ]

1.3 Matriz escalonada

Defini¢ao 1.2 Dizemos que uma matriz A é uma matriz escalonada (ou matriz em forma de
escada) se as condigoes abairo sao satisfeitas:

a) As linhas nulas (caso existam) localizam-se abaizo de todas as linhas nao nulas.

b) Caso i e j sejam linhas nao nulas e i < j, entao o primeiro elemento nao nulo da linha i
esta em uma coluna anterior a do primeiro elemento nao nulo da linha j.

* .
ﬂ (]

o O | %
L R
= A

(N = N VA

G|ﬂ.‘+ *

0000 0

Figura 1: Matriz escalonada
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Exemplo 1.9 Sao matrizes escalonadas:

2 -1 3 0
01 3 1 04 0 5

0 0 41 10

,loo7 [,]0o21 5 0], (7]

0O 0 00 01
0 00 000 =3 2

0O 0 00

Nao sao matrizes escalonadas:

1 2 0 7 5 1 4 20 0 01

2 0 9 7 5 00 00 0 2 3

0750 —=2|"loo17|"|]-230

0000 O 00 0 2

1.4 Equivaléncia de matrizes por linha

Definicao 1.3 Dizemos que uma matriz A € equivalente por linhas a uma matriz B, se a matriz
B pode ser obtida da matriz A, a partir de uma seqiéncia finita de operagoes elementares, as
quais estao listadas a sequir.

1. Troca da linha i com a linha j ( L; <> L; ).

2. Multiplica¢ao da linha i por um escalar nao nulo r (L; — rL;).

3. Substituicao da linha i por r vezes a linha j somada a linha i, (L; — L; +1L;).

No caso de A ser uma matriz quadrada, a operagao (1) troca o sinal do determinante; a
operagao (2) multiplica o determinante por r e a operacdo (3) nao altera o determinante.

Exercicio 1.4 Utilizando as operagoes elementares transforme as matrizes abaizo em matrizes

equivalentes escalonadas.

2 9 4
00 2 1 2 -1 3 4
1 1 2
A=1231| B=|24 0 3 4| C=
040 36 0 79 Loz
3 21

Exercicios 1.5 Livro do Lipschutz: pag. 36 - 1.20, 1.21, 1.22; pag. 50 - 1.54 e 1.55

Teorema 1.1 Uma matriz A € inversivel se, e somente se, A € equivalente por linhas a matriz
identidade. Além disso, a mesma sucessao de operacoes elementares que transformam a matriz

A na matriz identidade, transformam a matriz identidade na inversa de A.

02 1
Exemplo 1.10 A= |2 0 2
11 2]
(021 10 0] (112 001
202 01 0|mens| 202 01 0] Lo Ls
(112 001 (021 100
(112 00 1] 1 1 2 00 1
0 21 1 0 0| Ls— Ls—2L,4 0 2 1 1 0 O L3 — Ly + Lo
(202 010 0 -2 -2 0 1 -2
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(11 00 1] 11 0 22 -3
Lo — Lo+ L3
0 2 10 0 e 02 0 21 —2| Lo il
(00 -1 11 —2| TR 090 1 11 -2
(11 0 22 -3] 10 0 : 2
0 1 0 ]. % —1 L1 — Ly — Lo 0 1 O % —1 Lz — —L3
(00 -1 11 -2| 00 -1 1 -2
(100 i -2
010 1 35 -1
(001 -1 -1 2
1 3 -2
Assim, A=V = | 1 1 -1
-1 -1 2

Precisamos de tomar cuidado ao fazer mais de uma operagao por linhas em uma

passagem:
2 30 30
Lo — Lo — Ls
131 . ~1 0
1 41| 77 g 1 9

Note que a matriz a esquerda tem determinante —2 e a matriz a direita tem determinante
nulo, o que nao deveria ser, pois esse tipo de operagao nao altera o determinante. Quando
fazemos L, — L, — L3, a linha Ly passa aser [0 — 1 0] e, fazendo em seguida L; — Ls — L., a
linha L3 deveriaser [1 5 1]enao [0 1 0].

Exercicio 1.6 Determine as inversas das matrizes dadas abaizo através de escalonamento,

caso seja possivel.

Lo 1 2 1 2
A=11 2 1 B = 0 3 C= 24]
020

Exercicios 1.7 Resolva o exercicio 9 da pagina 90 do livro do Boldrini. Livro do Lipschutz:
pag. 160 - 4.14; pag. 192 - 4.80 e 4.81
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2 Sistemas Lineares

2.1 Sistema de Equacgoes Lineares

Definigao 2.1 i) Uma equagdo linear nas incdgnitas (ou varidveis) xi, Ta, -+ ,x, € uma
equacao dada por: a1xy + asxs + +a,x, = b onde b e 0s coeficientes a; sao escalares.

it) Uma solug¢do da equacao dada em (i) é uma n-ipla (cy,co, ..., c,) de escalares que satisfaz a
equacao: aicy + ascs + +ayc, = b.

iii) Um sistema de equagoes lineares € um conjunto (finito) de equagdes lineares.

iv) Uma solugdo de um sistema de equagoes lineares com n incégnitas é uma n-iupla (¢q, ca, ..., ¢y)

de escalares que € solucao de todas as equacoes do sistema.

Um sistema com m equagoes e n incognitas tem representacao
a1, + a9 + ... + ATy = bl

211 + 299 + ...+ a2n,Ty — bg

Am1T1 + QmaXo + . .. + Gpn Ty, = b,

e também pode ser representado na forma matricial:

a1l a2 ... Qpn T1 bl
as1 Q92 ... QGop o) B by
m1 Ami .. Gmp Tn bm

onde [@ijlmxn, [Tilnxy € [bjlmaa s@o chamadas, respectivamente, de matriz dos coeficientes,
matriz das incégnitas e matriz dos termos independentes.

Se by = by = ... = b, = 0 dizemos que o sistema é homogéneo.

Definimos também a matriz ampliada do sistema:

a1 a12 Ce Q1np b1
921 929 Ce Aoy, b2
Am1 Gml - Qmn Om

Teorema 2.1 Sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes por linhas sdo equivalen-

tes, isto €, ambos possuem o mesmo conjunto de solucoes.

Exemplo 2.1 O sistema

r + y + z = 2

r + 2y = -3
[ 20 + 3y + 2z = 2
tem matriz ampliada

111 2

1 20 =3

2 3 2 2

que ao ser escalonada pode chegar na matriz
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(11 1 2

01 -1 -5
00 1 3
que € a matriz ampliada do sistema
(2 + y + z = 2

y — z = =5

\ z = 3
cuja solugao é x =1, y=—2 e z =3, ou seja, (1,—2,3) € solugdo do sistema dado.

2.2 Classificagao de um Sistema Linear

Definicao 2.2 Classificacdo de sistemas lineares.
- Um sistema é impossivel quando nao possui solugoes.
- Um sistema € possivel e determinado quando possui uma unica solugao.

- Um sistema € possivel e indeterminado quando possui mais de uma solucao.

Observe que um sistema homogéneo é sempre possivel, pois (0,0, ...,0) é uma solugao.

Exemplo 2.2

Sistema impossivel: {i N Z; z g

Sistema possivel e determinado: Tt ??j i g
Sistema possivel e indeterminado: { r + y = 2

Teorema 2.2 Duas matrizes escalonadas equivalentes por linhas tém sempre o mesmo niumero
de linhas nao nulas.

Definigao 2.3 O posto de uma matriz A € o numero de linhas nao nulas de qualquer matriz

escalonada equivalente por linhas a A.

Teorema 2.3 Um sistema € possivel se, e somente se o posto da matriz dos coeficientes do
sistema € iqual ao posto da matriz ampliada. Neste caso, considerando os postos das matrizes
1quais a p, e considerando n o numero de incognitas, temos:

a) se n = p entdo o sistema tem uma unica solu¢ao

b) se p < n, para obter uma solug¢io para o sistema, podemos escolher n — p incégnitas e
atribuir valores quaisquer para elas. Os wvalores para as outras p incognitas serao dadas em

fungao destas.

Vemos no Teorema anterior que se um sistema tiver mais que uma solugao, terd infinitas

solugdes. O valor n — p no item (b), é chamado de grau de liberdade do sistema.

Exemplo 2.3 Dado o sistema
r + 2y + 2z + t =1
r + 3y — 2z + 2t = 3

obtemos o sistema equivalente:
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r + 2y + z + t =1
y — 2z + t = 2

Temos entao n = 4 (incdgnitas), p = 2 (posto das matrizes ampliadas e dos coeficientes) e
o grau de liberdade do sistema sendo n — p = 2. Podemos obter x e y em funcdo de z e t:
y=2+2z—t ex=—-3—5z+1t. Podemos também representar as solugcoes do sistema por
(x,y,2,t) = (=3 —=5z+1,2+ 2z —t, 2,t) ou, trocando z et pelos parametros a e b,

(x,y,2,t) = (=3 —5a+b,24+ 2a — b,a,b), ou ainda

(z,y,2,t) = (=3,2,0,0) — a(5,2,1,0) + b(1,—1,0,1). Atribuindo valores para a e b, obtemos
solugoes para o sistema. Por exemplo, para a =2 e b= —1, obtemos x = —14 ey = 7. Assim,
(x,y,2,t) = (—14,7,2,—1) € uma solugdo do sistema.

Exemplo 2.4 Dado o sistema
(

r + y — z =3

2c — y — z =1

Lz - 2y = 95
obtemos o sistema equivalente:

(z + y — z = 3

=3y + z = 4

0 =6

\
Assim, o posto da matriz ampliada € 3 e o posto da matriz dos coeficientes é 2 e chegamos no
absurdo 0 = 6.

Um sistema é homogéneo se tem todos os termos independentes iguais a zero. Assim,
todo sistema homogéneo tem, pelo menos, a solugao nula.

Num sistema homogéneo com n incégnitas e m equagoes, o posto p da matriz dos coefici-
entes é igual ao posto da matriz ampliada e p < m. Caso p < n, o sistema tem outras solugoes,
além da solucao nula.

Exercicios 2.1 Resolver os exercicios do livro do Boldrini: pdgina 49, exercicios 1, 5, 6, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20

Resolver os exercicios do livro do Lipschutz: pdgina 34 exercicios de 1.15 a 1.19; pdgina 49,
exercicios 1.48 a 1.51.
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3 Espacos Vetoriais Reais

3.1 Definicao e exemplos

Definicao 3.1 Um espago vetorial real é um conjunto V nao vazio onde estao definidas a
adi¢cao de vetores (a adigao de elementos de V') e o produto de por escalar (o produto de
numeros reais por elementos de V') satisfazedo as condigoes abaizo, para u, v, w € V er, s
nUMeEros reais.
0) Fechamento: u+veV erueV
Propriedades da adicao
1) Associativa: w+ (v+w) = (u+v) +w
2) Comutativa: u+v=1v+u
3) Vetor nulo: existe O € V tal quev+O =0 +v=v
4) Oposto de v: se v € V entdao existe —v € V tal que —v+v =v+ (—v) = O.
Notagao para a subtra¢io: u—v =u+ (—v)
Propriedades do produto por escalar
S5)r(u+v)=ru+rv
6) (r+s)v=rv+sv
7) r(sv) = (rs)v
8)lu=w

Define-se espaco vetorial complexo da mesma forma como acima, mas considerando-se
o produto por escalar como o produto de vetor por nimero complexo, isto €, se os escalares
r e s tomados na definicao acima forem ntmeros complexos. Espacos vetoriais sao definidos
de forma mais geral, tomando os escalares como elementos de um corpo K (ver apéndice).
O conjunto dos nuimeros reais e o conjunto dos nimeros complexos sao exemplos de corpos.
Quando tomamos um espaco vetorial V', onde com os escalares sao elementos de um corpo K,
dizemos que V' é um espaco vetorial sobre o corpo K.

A menos que seja especificado, nos exemplos vamos considerar espacos vetoriais sendo

espagcos vetoriais reais, isto é, espagos vetoriais sobre o corpo dos niimeros reais.

Exemplos 3.1 O conjunto dos vetores no plano forma um espago vetorial real, como também,
o conjunto dos vetores no espaco forma outro espaco vetorial real. Existem outros conjuntos que
também formam espacos vetoriais. Por exemplo, dados os inteiros positivos m e n, o conjunto
M (m,n) das matrizes reais mxn formam um espago vetorial com as operagoes de soma de ma-
trizes e produto de escalares por matrizes. O conjunto dos vetores no plano € identificado com
R? = {(z,y) : =,y € R} e o conjunto dos vetores no espagco com R® = {(z,y,2) : x,y,z € R}.
FEstes conjuntos podem ser generalizados, tomando R™ = {(x1,z2,...,x,) : x1,%2,..., T, € R},
o conjunto das n-uplas de nimeros reais, onde n € um niumero inteiro maior que zero. A soma
de elementos de R™ e o produto de elementos de R™ por escalar, isto €, por niumeros reais, €
definido como no caso de vetores no R? ou R3:

(21, T2y s ) + (Y1, Y2,y ooy Yn) = (T1 F Y1, T2+ Y2, ooy T + Yn) €

r(z1, X9, ..., Ty) = (ray, rag, ..., ray,).

Observe que R™ com as operacgoes que foram definidas, pode ser identificado com o espaco das
matrizes reais 1 X n.
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Da mesma forma, considerando C o conjunto dos nimeros complexos, os conjuntos C" =
{(z1, 29, ..., x,) : T1,%9,..,2, € C}, sdo espacos vetoriais complexos, onde as operagoes sao
definidas formalmente como em R™.

Da mesma forma, se K €é um corpo (veja apéndice), os conjuntos da forma K" =
{(x1, 29, ..., x,) : T1,T9,...,x, € K}, sao espagos vetoriais.

As provas que estas operacoes satisfazem as condi¢des para espacos vetoriais sao andlogas
as provas para os casos de vetores e matrizes. As operacoes definidas acima sao chamadas
operacoes usuaLs para 0s respectivos espacos.

Teorema 3.1 Sejam V um espaco vatorial, v um vetor, r um escalar e O o vetor nulo. Entdo:

rO =0
0v=20
—v=(—1)v

serv=0 entaor =0 ouv =0
serv=v entador=1ouv=0

(—r)v =7r(—v) = —(rv) (= (-1)v = —v)
o vetor nulo € unico

para cada vetor v, o oposto de v € Uunico

RS G oo~

Exercicios 3.1 Verifique se os sequintes conjuntos sao espagos vetoriais.
1. W =R? com as operagoes: (a,b) + (¢,d) = (a +d,b+c); r(a,b) = (ra, Tb)
d

+ (¢,
2. W =R? com as operagies: (a,b) + (c, )= (a+c,b+d); r(a,b) = (ra, —rb)
3. W =R? com as operagoes: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d); r(a,b) = (rb, ra)
4. W =R? com as operagoes: (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b—d); r(a,b) = (ra,rb)

3.2 Subespaco

Definicao 3.2 Seja V' um espago vetorial real. Um subconjunto W de V' tal que W é um
espaco vetorial com as mesmas operacoes definidas para V € chamado um subespago de V.

Observagao. Se W é um subconjunto de um espaco vetorial V| para verificar se W é
também um espaco vetorial com as operagoes de adi¢ao de vetores e produto por escalar de V,
nao precisamos verificar todas as condigoes, pois:

Se u, v, w € W e r, s sao escalares, como u, v e w € V, as condigoes 1, 2, 5, 6, 7e 8 da
definicao de espaco vetorial estao automaticamente satisfeitas. Assim, para que W seja um
espago vetorial, resta verificar:

0) Fechamento: Vu,v € W, Vr e R, u+veWerue W

3) Vetor nulo. Existe O € W tal que Vo e W, v+ O =0+v =

Note que a condicao de fechamento garante a existéncia do oposto: se v € W, como —1 € R
entao —v = —1v € W. Do mesmo modo, a condicao de fechamento garante que O € W, caso
ja se tenha garantido que W nao ¢ vazio. Caso nao se tenha garantido que W é um conjunto
nao vazio, o mais usual é mostrar que O € W. Assim, a condigao (4) também nao precisa ser
verificada.

Em vista do que observamos anteriormente, podemos enunciar o préximo resultado.
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Teorema 3.2 Seja V' um espaco vetorial e seja W um subconjunto de V. FEntao W é um
subespaco de V' se, e somente se, as sequintes condicoes forem satisfeitas:

a) OeW (ouW # @)

b) Se u,v € W entdaou+veW

c) Seuwe W er éum escalar entdo ru € W

Corolario 3.3 Seja V' um espaco vetorial e seja W um subconjunto nao vazio de V. Entao
W € um subespaco de V' se, e somente se, para quaisquer u,v € W e r,s escalares, tem-se
ru+sveW.

Exemplo 3.2 Qualquer espaco vetorial V' contém pelo menos dois subespacos: o proprio V' e
o conjunto {O}, que contém somente o vetor nulo de V.

Exemplos 3.3
1. W={(x,1,2) : z,z€R} nao é um subespaco de R?
2. W={(z,0,2) : x,2 € R} € subespaco de R3
S W={(z,y,x+vy,x—y) : z,y € R} € subespago de R*
4. W={(z,y,2) R : z+y=0¢e z=2z} ¢ subespago de R?
b
5 W = “ :a,be R € subespaco de M(2,2)
0 2a—0
6. W= {(x,y) € R* : 2z — 3y =0} € subespaco de R>
7. W ={(z,2%) : z € R} nao é um subespago de R?
b
8 W= { g . :a,b € Ry nao € um subespago de M(2,2)
a
9. W ={Ae M(2,2) : detA =0} ndao é um subespago de M(2,2)
10. W ={(z,y) : =,y € R e xy =0} nao é um subespago de R?

Como um subespaco de um espaco vetorial é também um espaco vetorial entao, nos
exemplos acima, temos exemplos de espacos vetoriais e exemplos de conjuntos que nao sao

espacos vetoriais.

Exercicios 3.2 Verifique se W € subespaco de V' nos casos abaizo
1. Para V.= M(2,2)

o W=41" “1eM22 :a+d=0
b d
a —a
b W = M(2,2) : a,beR

W={AecV: detA+#0}

W={AeV : A= A"}, onde A* é a transposta da matriz A
Para V = R3,

W={(x,y,2) eR® : z=2x+y}

W ={(z,y,2) eR® : z=uay}

W ={(z,3z,—x) :x € R}

W ={(z,y,2) € R : x+2y=3z}

W=A{(z,y,2) eR® : z+y<z}

V=M@3,3) eW={AecV : detA >0}

V=R?eW =R?

L AR TR oA D
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3.3 Dependéncia Linear

Definicao 3.3 Seja V' um espaco vetorial e sejam vy, vg, -+ ,v,. Uma combinagao linear dos
vetores vy, Vg, --- ,U, € uma expressao da forma a vy + asve + .... + a,v, onde aq,as, ..., a, SGO
escalares. Assim, se v = a v1 + AUy + ... + a,v, dizemos que v € uma combinacao linear dos
vetores vy, Vo, -+ Uy € V.

Exemplo 3.4 No espaco R?, parav, = (1,2), vy = (=3,7) evs = (5,0), temos que v = (22, 45)
¢ uma combinacao linear de vy, vy € v, pois —2v1 + Tvy + Yvg = v.

Definicao 3.4 Seja V' um espaco vetorial. Dizemos que um conjunto de vetores vy, va, -+ , U,
¢ linearmente independente (L.1.) se a igualdade ajvi + asve + .... + ayv, = O onde ay, as, ..., ay,
sao escalares, implicar em a1 = ay = ... = a, = 0. Isto €, a unica combinacao linear desses
vetores resultando no vetor nulo € aquela em que os escalares que aparecem na erpressao sao
todos nulos. Caso contrario, isto €, se for possivel consequir a igualdade a1vi+asvo+....4apv, =

O com algum a; # 0, dizemos que 0s vetores vy, Vs, ..., v, sao linearmente dependentes (L.D.).

Exemplo 3.5 Os vetores u = (1,2) ev = (3,4) de R? sao L.I., pois se au+bv = (0,0), temos:
a + 3b = 0

1,2) +b(3,4) = (0,0) = 3b,2a + 4b) = (0,0) =
a(L,2) +b(3,4) = (0.0) = (a+ 3,20 +4) = (0,0) {2a+4b:0

Resolvendo o sistema acima concluimos que a unica solugao possivel é a = b = 0.

Exemplo 3.6 Os vetores u = (1,2,3), v = (1,0,0) e w = (2,2,3) sao L.D. pois se au + bv +
(

cw = (0,0,0), temos: a(1,2,3)+b(1,0,0)+¢(2,2,3) = (0,0,0) = (a+b+2¢,2a+ 0b+ 2¢, 3a+
a + b + 2¢ =0

0b+3¢) = (0,0,0) = { 2a Y2 = 0
3a + 3¢ = 0

Resolvendo o sistema concluimos que existem solugoes nao nulas. Uma delas é a =2, b=2 e
c= -2, ou seja, 2(1,2,3) +2(1,0,0) — 2(2,2,3) = (0,0,0).

Teorema 3.4 Os vetores vy, vs, - -+ , v, Sao linearmente dependentes se, e somente se, um deles
for combinacdo dos demais.

Corolario 3.5 Dois vetores u e v nao nulos sao L.D. se, e somente se, um dos vetores for

1gual ao outro multiplicado por algum escalar.

Exemplos 3.7 Os vetores u = (1,2) ev = (2,1) sdo L.I. Os vetores u = (1,2,3) ev = (3,6,9)
sao L.D.

Observe que qualquer subconjunto de um conjunto L.I. é também L.I. e que qualquer conjunto
que contém um subconjunto L.D. é também L.D.

Exemplo 3.8 Em R?, os vetores (1,2) e (2,4) sao L.D., pois 2(1,2) — (2,4) = (0,0). Logo,
2(1,2) — (2,4) +0(5,7) +0(13,-99) = (0,0). Assim, os vetores (1,2), (2,4), (5,7), (13,—99)
sao L.D.
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Exemplo 3.9 Se V € um espaco vetorial entao qualquer conjunto de vetores que contenha o

vetor nulo € L.D., pois se vy, v, - -+ , v, sao vetores quaisquer entao Ovi+0ve+---+0v,+1-0 =

0.

Exercicios 3.3

1. Verifique, em cada caso, se os vetores sao L.1..

a) V=R u=(1,2), v=(3,2)

b) V=R u=(1,2), v=(3,2), w=(53)

c) V=R u=(1,0,0), v=(1,1,0), w=(1,1,1)

d)V =R u=(1,21), v=(3,6,3)

e)V:M(Q,Q),u:ll 2],11:[1 Ol,w:[ 0 2]
01 2 1 -2 0

f)V =R u=(3,-3)

2. Sejam u, v e w vetores L.1..

a) Mostre que os vetores uy =u, us =u+v e ug =u—+ v+ w sao L.I.

b) Mostre que os vetores u; = u+w, us =u+v e ug =2u—+ v+ w sao L.D.

3.4 Geradores de um espaco vetorial

Definicao 3.5 Um conjunto de geradores para um espago vetorial V. é um conjunto B de
vetores de V' tal que qualquer vetor v de V' pode ser expresso como uma combinagao linear
(finita) dos vetores de B, isto é, v = ayvy + agvy + - - - + anv, onde cada a; € um escalar e cada
v; € B. Neste caso, dizemos que B gera V', ou que os vetores de B geram V.

Se V' é gerado por vy, vy, -+, v, entao qualquer vetor v de V pode ser expresso como
uma combinacao linear dos vetores vy, vy, ---, v,, isto é, existem escalares aq, as, ..., a, tais
que v = ajvy + gV + ... + ayv,. Assim, V = {ajv; + agvs + ... + ayv, : Vi, a; € R}
Notagao: V' = [v1, va, ..., v,].

Exemplos 3.10 R? = [(1,0), (0,1)] pois para qualquer vetor v = (z,y) de R?, v = (z,y) =
x(1,0) + y(0,1). Do mesmo modo, R® = [(1,0,0),(0,1,0)(0,0,1)] pois para qualquer ve-
tor v = (z,y,2) de R® v = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1).  Generalizando, R™ =
[(1,0,0,...,0, (0, 1,0, ...,0), ..., (0,0,0, ..., 1)]

Exemplo 3.11 Os vetores u = (1,0) e v = (1,1) também geram R? pois tomando um vetor
qualquer w = (x,y) de R?, precisamos verificar que existem a,b € R (em fungdio de x e y)
tais que w = au + bv, ou seja, w = (x,y) = au + bv = a(1,0) + b(1,1) = (a + b,b). Assim,

{ a+b = =z

b =y
Resolvendo o sistema, chegamos em a =x—y eb=1y. Logo, w = (z,y) = (x—y)(1,0)+y(1,1)
e portanto, R* = [(1,0), (1,1)]. Por ezemplo, se w = (—2,2) entdo w = (—2,2) = —4(1,0) +
2(1,1). Na Figura 2, observamos a representacdo de w no plano R?, como combinagdo linear
de u ew.

1 1
Exemplo 3.12 Os vetores u = [ 0 ? ] ev = [ ) 8 ] nao geram M (2,2) pois qualquer
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V4
2 2
2y
1 N
N -4u
2 1 uii 2y 4 3 2 4 1 2 3 x
A w = -4u+2y

Figura 2: Soma de vetores

L 10 10
combinacao linear a [ 0 ] +b [ ] =

b 0 (11
@t ];é ] Mas v e v geram um

1 10 b a 11
a+b 0 ]
subespago de M(2,2), a saber, o subespaco W = b ca,beR
a
Mesmo que os vetores vy, v, - -+ , v, nao gerem o espaco V, o conjunto de todas as combinagoes
lineares de vy, vy, -+ ,v, formam um subespaco [vi,ve,...,v,] = {a1v; + agvy + .... + a,v,
Vi, a; € R} de V (verifique) chamado o subespago gerado pelos vetores vy, vs, -+ ,v,. No
b 0
exemplo anterior, temos que W = [u,v] = { a: ] ca,be R} é o subespago de M (2,2)
a

gerado por u e v.

Exemplo 3.13 Os vetores (1,3,0) e (2,0, —1) geram o subespago W = {a(1,3,0)+b(2,0,—1) :
a,b € R} = {(a + 2b,3a,-b) : a,b € R} do R®. Serd que os pontos de W tem alguma

configuragio especial no R®*? Vamos analisar:

a+2b=uc
(x,y,2) e W < (x,y,2) = (a+ 2b,3a,—b) para a,b e R < ¢ 3a =1y
—b==z
Das duas dltimas equagoes obtemos b = —z e a = y/3. Substituindo a e b na 1* equagao

obtemos y/3 + 2(—z) = x, ou seja, 3xr —y + 62 = 0 que € a equagdo de um plano no R3.
Assim, W representa um plano no R que passa pela origem do espaco, pois (0,0,0) satisfaz
sua equagao, ou seja, W = {(x,y,x) : 3x —y+6z=0}. A partir da equacao 3x —y+6z =0,
1solando uma das varidveis, por exemplo y = 3x + 6z, podemos explicitar W também por:
W ={(z,3x+62,2) : z,z € R}

Observaremos mais adiante que qualquer par de vetores L.I. em R? gera um plano que

passa pela origem do espaco.

Exemplo 3.14 Seja um vetor (a,b,c) do espago R®. Temos [(a,b,c)] = {t(a,b,c) : t € R} =
{(at,bt,ct) : t € R}. Assim, (x,y,2) € [(a,b,c)] se, e somente se,

T =at
(%)« y=>bt para algumt € R

z=ct
Assim, caso (a,b,c) # (0,0,0), o subespago [(a,b,c)] doR3 € a reta cujas equacoes paramétricas
sao dadas em (x), ou seja, é a reta que passa pela origem do espaco e tem a dire¢ao do vetor
v=(a,b,c).
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Exercicios 3.4 Verifique, em cada caso, se os vetores dados geram o espago. Caso nao gerem,
explicite o subespaco gerado por eles.

a) V=R u=(1,0,0), v=(1,1,0), w=(1,1,1)

b) V=R u=(1,1,1), v=(1,0,1)

) V=R u=(1,2), v=(2,1)

d) V=R u=(1,2), v=(2,4)

e) Resolva os exercicios 6, 7, e 8 da pdgina 129 do livro do Boldrini

3.5 Base e dimensao para um espaco vetorial

Definicao 3.6 Uma base para um espaco vetorial V. é um conjunto de vetores linearmente
dependentes que gera V.

Exemplo 3.15 O conjunto {(1,0),(01)} é uma base para R? pois:

a) como jd vimos, este conjunto gera R?;

b) o conjunto € linearmente independente pois se a(1,0)+b(0,1) = (0,0), entao (a,b) = (0,0),
logo, a =0 e b=0.

Exemplo 3.16 Do mesmo modo verificamos que o conjunto {(1,0,...,0), (0,1,...,0),...,
(0,0,...,1)} € uma base para R", chamada base candnica para R™.

Assim, {(1,0),(0,1)} é a base candnica de R?. Existem vdrias bases para um mesmo
espago. Por exemplo, ja verificamos que o conjunto {(1,2),(3,4)} é linearmente independente.
Como exercicio verifique que este conjunto gera R? e conclua que forma uma base para R2.

Exemplo 3.17 O conjunto {(1,0,3),(0,0,2)} € linearmente independente mas nao é uma base

de R3 pois nao gera R®: o vetor (0,2,0) ndo se escreve como combinagdo linear de (1,0,3) e

(0,0,2) (verifique).

Exemplo 3.18 O conjunto {(1,0),(0,1),(3,7)} gera o R?, pois para qualquer vetor v = (a,b),
v=a(1,0)+0b(0,1)+0(3,7). Mas esse conjunto ndo é linearmente independente, pois 3(1,0)+
7(0,1) — 1(3,7) = (0,0).

Exercicios 3.5 Verifique se B € base de V nos casos abaixo
W)V =R eB={(11),23)}

b) V=R eB={(11),(2,3),(50)}
c)V=ReB=1{(1,23)}

d)V=R>eB={(1,0,1),
e) V=R?eB={(1,

(0,1,0),(1,1,1)}
0),(0,1),(0,0)}

Definicao 3.7 Dizemos que espago vetorial V' € finitamente gerado quando V € nao nulo e

existe um congunto finito de vetores que gera V.

Teorema 3.6 Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Entao
a) qualquer conjunto finito de geradores de V' contém uma base de V' ;
b) se V tem um conjunto de geradores com m vetores entdo qualquer conjunto com mais de n

vetores € L.D.;
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c¢) qualquer base de V' tem sempre a mesma quantidade de vetores;

d) qualquer conjunto L.I. pode ser completado para formar uma base de V.

Definicao 3.8 Definimos a dimensdao de um espaco vetorial nao nulo V sendo o nimero de
vetores de qualquer base de V.

Assim, dimR? = 2; dimR3 = 3; dimR" = n.
Exemplo 3.19 Efdcz'l verificar que o conjunto

B 1 00 010 0 01 000 0 00 000
- 000 000 1 00 010 001

000

forma uma base (chamada base candnica) para o espaco M(2,3) das matrizes 2 x 3. TLogo,

dimM (2,3) = 6. Isso pode ser generalizado: a dimensdo do espago M (m,n) das matrizes com
m linha e n colunas € o produto de m por n. Neste caso, a base canonica € formada por todas

as matrizes que tém um de seus elementos igual a 1 e os demais elementos iguais a 0, como no
caso de M(2,3).

O conjunto {0} formado somente pelo vetor nulo de um espago vetorial também é um
espago vetorial (chamado espago nulo), pois satisfaz as condigoes da definigado. Mas esse con-
junto nao contém vetores linearmente independentes, logo, nao possui uma base. Neste caso,
convenciona-se que dim{0} = 0. Por exemplo, dim{(0,0,0)} = 0.

Teorema 3.7 Se V' é um espaco vetorial de dimensao n, entdao

a) qualquer conjunto com n vetores L.I. de V' forma uma base de V;

b) qualquer conjunto com n vetores que geram V', forma uma base de V' ;
c¢) qualquer conjunto com mais de n vetores é L.D.;

d) qualquer conjunto com menos de n vetores nao gera V.

Exemplo 3.20 O conjunto {(2,7),(5,9)} € uma base de R? pois é um conjunto L.I. (verifique)

com dois vetores e dimR? = 2.

Exemplo 3.21 O conjunto B = {(1,2)} ndo é uma base de R? pois dimR? = 2. Mas podemos
completar B de modo a formar uma base de R?. Como dimR? = 2 precisamos completar com

um vetor de R? que seja L.I. com (1,2). Por exemlo, o vetor (0,1) (verifique que os dois vetores
sio L.I.). Assim, B ={(1,2),(1,0)} € uma base de R

Exemplo 3.22 Os vetoresu = (1,2), v = (3,4) ew = (5,6) sao L.D., pois dimR* = 2. Vamos
verificar se estes vetores geram R2:
a+3b+d5c=1x

=a(l.2)+b(3.4 5,06) = = 3b+5¢, 2 4b+6¢) =
(z,y) = a(1,2)+b(3,4)+¢(5,6) = (x,y) = (a+3b+5¢, 2a+4b+6¢) {2a—|—4b+602y

a +3b +bc =z . . N R
. Assim, temos um sistema escalonado com duas equacgoes e trés

—2b —4c =y—2x
incogintas (a, b e c¢). Fazendo ¢ = 1 obtemos a = 1 — 2z + gy eb=-2+2x— %y Assim,
R? = [(1,2),(3,4),(5,6)]. Assim, (5,6) = —(1,2) + 2(3,4). Logo, R* = [(1,2),(3,4)]. Como
(1,2) e (3,4) sio L.I, entio {(1,2),(3,4)} ¢ uma base de R?.



3 ESPACOS VETORIAIS REAIS 20

Exemplo 3.23 Os vetores u = (1,2,3) e v = (2,—3,7) nao geram o espa¢o R3, pois dimR3 =
3. Mas, € possivel encontrar um vetor w tal que {(1,2,3),(2,-3,7),w} seja uma base de R3,
pois (1,2,3) e (2,—3,7) sdo L.I. (verifique).

Exemplo 3.24 Seja o espago vetorial V = {(z,y,x —y,x +y) : z,y € R} (prova-se que V
¢ um espaco, provando que V € um subespaco de R*). Podemos escrever V = {x(1,0,1,1) +
y(0,1,—1,1) : x,y € R}. Logo, V =1(1,0,1,1),(0,1,—1,1)], isto é, V é gerado por dois vetores
L.1. (verifique). Assim, B = {(1,0,1,1),(0,1,—1,1)} € uma base de V. Portanto, dimV = 2.

Exemplo 3.25 Seja o espago vetorial V. = {(x +y + 22,2 + z,x + y + 22) : z,y €
R}.  Procedendo como no exemplo acima, chegamos em V = [(1,1,1),(1,0,1),(2,1,2)],
ou seja, {(1,1,1),(1,0,1),(2,1,2)} é um conjunto de geradores de V mas que ndo € uma
base (verifique que os vetores sio L.D.). Como (1,1,1) = (2,1,2) — ((1,0,1) entdo V =
[(1,1,1),(1,0,1),(2,1,2)] =[(1,0,1),(2,1,2)] (1). Como (1,0,1) e (2,1,2) sao L.I. (verifique)
(2), entao por (1) e (2), {(1,0,1),(2,1,2)} € uma base de V. Assim, dimV = 2.

Exercicios 3.6

1) Verifique se qualquer vetor de R? se escreve como combinagdo linear dos vetores
{(1,0),(1,1),(0,1)}. Este conjunto forma uma base de R*? Justifique sua resposta.

2) Verifique que o conjunto {(1,1,1),(1,1,0)} € L.I.. Eles formam uma base de R3? Justifique
sua resposta. Eles formam uma base para R?? Justifique sua resposta.

3) Escreva (4,6) como combinagdo linear dos vetores (1,0) e (2,3).

4) Encontre uma base e a dimensao para o espago V = {(x + 2y, 2z + 4y) : =,y € R}

5) Encontre uma base e a dimensao para o espaco V = {(x+y,20+y+z,x+y—2z) : x,y € R}
6) Mostre que se W = [v1,v9, -+ , U] entado dimW < m.

Teorema 3.8 Seja W um subespaco de V. Entao
a) dimW < dimV;
b) se dimW = dimV entao W =V.

Exemplo 3.26 Seja W = [(1,1,5),(0,2,1),(0,0,7)]. Como os trés vetores geram W e sdo
L.1. (verifique) entdo formam uma base para W. Logo, dimW = 3. Como W ¢é um subespaco
de R3, entdo W = R3,

Exemplo 3.27 Seja W = [(1,2,3)] Entdo dimW = 1. Logo, W # R3.

Exemplo 3.28 Seja W =[(1,2),(2,0)]. Temos dimW = 2 (verifique). Logo, W = R?.

Nos espacos R? e R3, cada ponto P estd associado ao vetor O? , onde O ¢é a origem do sistema
cartesiano. Assim, um subespaco gerado por um vetor resulta em uma reta passando pela
origem do sistema cartesiano.

No caso de um subespaco de R? gerado por dois vetores L.I., este subespaco serd um plano

passando pela origem do sistema cartesiano.
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3u

0o v sV

Subespacos de R?. Se W é um subespaco de R?, entdao dimW < dimR? = 2. Se dimW = 2
entao W = R?. Se dimW = 0 entao W = {(0,0)}. Se dimW = 1 entdao W é uma reta passando
pela origem do sistema.

Subespacos de R3. Se W é um subespaco de R3, entao dimW < dimR3 = 3. Se dimW = 3
entdao W = R3. Se dimW = 0 entao W = {(0,0,0)}. Se dimW = 1 entao W é uma reta
passando pela origem do sistema cartesiano. Se dimW = 2 entao W é um plano passando pela

origem do sistema cartesiano.

3.6 Espaco das linhas de uma matriz

aip a2 - Qip
. G21 QA2 - Q2p
Dada uma matriz A = ,
Am1 Qm2  * Qmn
suas linhas Ly = (a11, aia, ..., a1n), Lo = (a21,a92, ..., a2,), *+, Ly = (A1, @Gm2, -, G ) podem

ser tomadas como vetores que geram um subespago de R™.
Teorema 3.9 As linhas de matrizes linha-equivalentes geram o mesmo espaco vetorial.

Teorema 3.10 As linhas nao nulas de wuma matriz escalonada mxn sao L.I. (quando consi-
deradas como vetores de R™).

Exemplo 3.29 Os vetores u = (1,2,0,3,5), v = (0,0,0,0,7) e w = (0,0,3,1,2) sao L.I. pois

podemos formar com eles uma matriz escalonada.

Exemplo 3.30 Se desejarmos encontrar uma base e a dimensdo para o espaco V' gerado pelos
vetores u = (1,0,2,1), v = (2,1,0,—1) e w = (1,1,-2,-2), colocamos estes vetores como

linhas de uma matriz e a escalonamos

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1
L2 — L2 — 2L1
21 0 -1 01 4 -3 | Ls—L3—2Ly | 0 1 —4 -3
L3 — L3 — L1
11 -2 =2 01 —4 -3 00 O 0
Assim,  pelo Teorema 3.9, V = [(1,0,2,1),(2,1,0,—1),(1,2,—2, —2)] =

[(1,0,2,1),(0,1,—4,—-3)] e pelo Teorema 3.10, os wvetores (1,0,2,1) e (0,1,—4,—3) sdo
L.I.. Logo B={(1,0,2,1),(0,1,—4,—-3)} é uma base para V, portanto, dimV = 2.

Exemplo 3.31 Se quisermos completar o conjunto L.I. {(1,1,2),(1,1,5)}, para formarmos
uma base para R3, colocamos estes vetores como linhas de uma matriz e a escalonamos e depois
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completamos a matriz (escalonada) com os vetores que faltam para completar uma base:

11 2

11 2 11 2

[ ] Lo — Lo — 14 [ 00 3 ] — | 0 3 =5 | Assim, aumentamos com a linha 2
00 3

para obter uma matriz 3x3 escalonada. Logo, {(1,1,2),(1,1,5),(0,3,—5)} € uma base para R3.

Exercicio 3.7

1. Encontre a dimensao de W nos casos abaizo:

a) W=1(1,2,3,4,5),(7,8,9,10,11), (1,1,1,1,1), (5,4, 3,2, 1)]

b) W=1(1,0,1,0,1),(0,1,0,1,0),(1,1,0,1,1), (2,5, —1, 5, 2)]

2. Em cada item do exercicio anterior, a partir da base de W, encontre vetores que, junto com

0s vetores da base de W, formam uma base para R®

3.7 Intersecao, soma e soma direta

Teorema 3.11 Sejam U e W subespacos de um espago vetorial V. Entao
) UNW ={v : veUeveW} éum subespago de V;
b)U+W ={ut+w:uelUeweW} éum subespago de V.

Exemplo 3.32 Sejam U = {(z,y,0) : 2,y € R} e W ={(0,y, 2) : y, 2 € R}. Entao

a) UNW ={(0,y,0) : y € R}

b) U+W =R3 pois U+W C R3 e se (z,y, z) € R3, entao (v,y,2) = (z,0,0)+(0,y,2) € U+W.
Logo, R* C U + W e portanto, R3 = U + W.

No exemplo anterior, temos que UUW = {(z,y,2) € R* : z = 0 ou y = 0} nao é um subespaco
de R? pois (1,0,0),(0,0,1) € U UW mas (1,0,0) + (0,0,1) = (1,0,1) ¢ U UW. Vemos entao

que nem sempre a uniao de subespacos ¢ um subespaco.

Definicao 3.9 Um espaco vetorial V é soma direta dos subespacos U e W se V. =U+W e
Unw ={0}.
Notacao: V =U & W

Teorema 3.12 Se V =U @& W entao qualquer vetor v de V' se escreve de maneira unica como
v=u+wparauvelU eweW.

No exemplo anterior, R® = U + W mas R? nao ¢é soma direta de U e W pois U NW =
{(0,4,0) : y € R} # (0,0,0), por exemplo, (0,5,0) € UNW. Note que (2,4,5) = (2,4,0) +
(0,0,5) = (2,0,0) + (0,4,5) = (2,2,0) + (0,2,5) e os vetores (2,4,0),(2,0,0),(2,2,0) € U e
(0,0,5),(0,4,5),(0,2,5) € W.

Exemplo 3.33 Para U = {(2,0) : z € R} e W = {(0,y) : y € R}, temos UNW = {(0,0)}
e R2 = U+ W pois se (z,y) € R?, (z,y) = (z,0) + (0,y) € U+ W. Assim, R =U & W.
Observe que a tinica maneira de se escrever um vetor (x,y) como soma de um vetor de U com
um vetor de W € fazendo (x,y) = (x,0) + (0,y). Por exzemplo, (1,2) = (1,0) + (0,2).

Teorema 3.13 Se U e W sdo subespagos de um espago vetorial V, entio dim(U + W) =
dimU + dimW — dim(U NW).
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Exemplo 3.34 Jd vimos que se U = {(z,y,0) : € R} e W = {(0,y,2) : y,z € R}. Entao
UNW ={(0,9,0):y e R} e U+ W =R3,

U={(x,y,0) : 2 € R} ={x(1,0,0)+y(0,1,0) : z,y € R} =[(1,0,0), (0,1,0)]. Logo, uma base
de U ¢ {(1,0,0),(0,1,0)} pois os vetores (1,0,0) e (0,1,0) sao L.I. Logo, dimU = 2

W ={(0,y,2) : y,z € R} = {y(0,1,0) + 2(0,0,1) : y,z € R} = [(0,1,0), (0,0, 1)]. Logo, uma
base de W € {(0,1,0),(0,0,1)} pois os vetores (0,1,0) e (0,0,1) sao L.I. Logo, dimW = 2
Unw = {0,y,0) : y € R} = {y(0,1,0) : y € R} = [(0,1,0)]. Logo, uma base de W é
{(0,1,0)} pois o vetor (0,1,0) é L.I. Portanto, dim(U NW) = 1.

Temos U + W = R3. Logo, dim(U + W) = 3.

Observamos neste exemplo, a validade do teorema anterior, isto €,

3=dim(U+ W) =dimU + dimW —dim(UNW)=2+2—1.

Exemplo 3.35 Seja U = [(1,2,0,1),(1,2,1,2),(2,4,1,3)] subespaco do R*. Vamos encontrar
um subespaco W do R* tal que R* = U @ W. Colocando os geradores de U em uma matriz
e escalonando-a obtemos uma base de U (as linhas ndo nulas da matriz escalonada): B =
{(1,2,0,1),(0,0,1,1)}. Para completar os geradores de U de modo a formar uma base de R*,
basta tomar dois vetores do R* que, juntos com a base de U, possam ser colocados como uma
matriz escalonada. Por exemplo, podemos tomar os vetores (0,1,0,0) e (0,0,0,1). Assim,
para W = [(0,1,0,0), (0,0,0,1)], como R* =[(1,2,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1)], temos
RY* = U+ V. Como dimU = dimV = 2 entdio pelo Teorema 3.13, dim(U N W) = 0, ou seja,
UNW =1{(0,0,0,0)}. Assim, R* =U & W.

Exercicios 3.8

1. Sejam U =[(1,2,3,-2,5),(1,3,4. — 1,3), (1,1,2,—3,7)] e

W =1[(1,4,5,0,1),(2,8,12,0,2),(1,4,3,0,1)] e seja V = U + W.

a) Encontre dimV e dim(U NW)

b))V =U®W? Porque?

c¢) Encontre subespagos U e W' de R® tais que RS =U @ U e R> =W & W’
2. Sejam U = [(1,0,0,0)(0,1,1,1),(2,1,1,1)] e W = [(1,0,0,2), (1,0,1,0), (2,0, 1,2)]
a) Encontre dim(U + W) e dim(U NW)

b)RS=U+W?

)RP=UpW?

3. Sejam U = [(1,2,1),(2,0,2)] e W = [(1,1,1),(2,1,2)]

a) Encontre dim(U + W) e dim(U N W)

b)RE=U+W?

)RE=UpW?

d) Encontre subespagos U' e W' de R3 tais que R3 =U U e R3 =W @ W’
(Ezercicios do livro do Boldrini pagina 150: 18, 19, 20 e 22)
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3.8 Aplicagao as Equacoes Lineares

Consideremos um sistema de equacgoes lineares com m equagoes e n incognitas

111 + a1y + -+ ApTn = bl

a91T1 + 99T + - + Aonly, = bg
+ : + -+ : =

A1 1 + ATz + 0+ G, = by

Considerando a matriz dos coeficientes A, a matriz das incégnitas X e a matriz dos termos
independentes B,

aix Q2 - QAip X1 by

Q21 Q22 -+  Q2p T2 by
A= . . . , X = . , B=

am1 Am2 - Amn Ty, bm

o sistema pode ser escrito na forma AX = B. Se as matrizes X; e X, sao solucdes desse
sistema entdao A(X; + Xy) = AX; + AXy = B+ B = 2B. Assim, AX; + AXy = B se, e
somente se, B = 2B, ou seja, B é uma matriz nula. Logo, X; + X5 é também solucao se, e
somente se, by = by = ... = b,, = 0. Neste caso, dizemos que o sistema ¢ homogéneo. Note
que se o sistema for homogéneo, se X for uma solucao do sistema e se r for um escalar, entao
A(rX) =r(AX) =70 = O, onde O é a matriz nula mx 1. E claro que AO,1 = Oy Assim,
se o sistema for homogéneo entao o conjunto das solugoes deste sistema forma um subespacgo

de R". Portanto, o conjunto das solugoes de um sistema linear homogéneo é um espaco vetorial.

Variaveis livres

Em um sistema na forma escalonada, dizemos que uma variavel é livre se ela nao inicia
nenhuma das equacgoes do sistema. No exemplo a seguir, as varidveis x e z iniciam, respectiva-
mente, a primeira e a segunda equagoes do sistema escalonado. Logo x e z nao sao variaveis
livres, enquanto que as demais variaveis, y, s e t, sao as variaveis livres do sistema. Note
que podemos atribuir quaisquer valores as variaveis livres e obter os valores das demais para

encontrar solugoes para o sistema.

Exemplo 3.36 Dado o sistema abaizo

r + v + 2z 4+ s + t =0

2 + 2y — 2z + 25 — t =0

r + vy + 4z 4+ s + 4 =0
para encontrar uma base e a dimensao do espago das solucoes, colocamos o sistema na forma
escalonada:

r +y + z + s + t =0

3z + 3t =0

de onde tiramos as varidveis livres y, s e t. Para obter uma base para o espago das solugoes
do sistema, colocamos valores para y, s et na forma na forma escalonada, garantindo vetores
(x,y,2,8,t) L.I :
y=1,s=0et=0:(-1,1,0,0,0)
y=0,s=1et=0:(— 10010)
y=0,s=0et=1:(0,0,—1,0,1)
Assim, B = {(—1,1,0,0,0), (—1,0,0,1,0), (0,0,—1,0,1)} € uma base para o espago das
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solugoes do sistema, tendo portanto este espaco dimensao 3.

Exercicio 3.9 FEncontre uma base e a dimensdo para o espaco das solugoes para cada sistema

abaizo.
4

r + 2y + 3z + 4s + 5t =0
o) v + 8y + 92 + 10s + 11t = 0
r + vy + z + s + t =0
( bz + 4y + 3z + 28 + ¢ 0
[ + z + t = 0
b) Yy + s = 0
r o+ oy + s 4+t 0
Lz + 9y — z + 55 + 2t 0

Exemplo 3.37 Sejam V =R* U = {(z,y,2,t) e R* : x+y+2+t=0} e W = {(2,y,2,t) €
R : z—y—2+2t=0}. EntaioUNW = {(x,y,2,t) e R* :x+y+z2+t=0ex—
y — z+ 2t = 0}. Portanto U € o espago das solugdes da equagio v +y+z+t =0, W € o
espaco das solugoes da equagcao v —y—2+2t =0 e UNW € o espaco das solucoes do sistema

T 4+ vy + 2+ t =0

r — vy — z + 2t =0
espacos e verifique se U + W = R4,

. Como exercicio, encontre uma base e a dimensao para estes

Exercicios 3.10 °

1. Encontre uma base e a dimensdo para os sequintes subespacos de R*.
a) U={(z,y,z,t) ER* :x+y+z=0ex—y—2+t=0}

b)) W ={(z,y,2,t) ER*: 2 +2y —2+3t=0¢e 2z +4y + 2z — 2t = 0}
c)UNW

d)U+W

2. Sejam U = {(x,y,2):x+y+2z=0} e W ={(z,y,2) 1z —y + 22 =0}
a) Encontre dim(U + W) e dim(U NW)

W)RE=U+W?

)RP=UaW?

3. Sejam U = {(z,y,z,8,t) cx+y+z+s+t =0, y—z+s—t=0es—2t =0} e
W={(zx,y,z,s,t) ;x+y+z+s+t=0ez+s+t=0}

a) Encontre dim(U + W) e dim(U NW)

b)RO=U+W?

)RP=UpW?

4. Fxercicio 25 da pagina 132 do livro do Boldrina.

3.9 Coordenadas de um vetor em relagcao a uma base

Seja V' um espago vetorial e seja B = {vy, v, ..., v, } uma base de V. Para qualquer vetor v € V, v
se escreve como uma combinacao linear dos vetores da base: v = a1v1 + asva + ... + a,v,. Além
disso, s6 existe uma maneira de expressar v como uma combinacao dos vetores da base B pois
se v = byvy + bovgy + ... + byv,, entao a vy + asve + ... + ayv, = bivy + bove + ... + byuy,, logo,
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(a1 —by)vy + (ag — ba)vy + ... 4+ (an, — by )v, = 0. Como B é uma base, seus vetores sao L.I. Logo,

al—bl:ag—bg:...:an—an0,0USGja,alzbl, (lgzbg, T, an:bn.

Definicao 3.10 Uma base ordenada de um espaco vetorial V € uma base onde € considerado
a ordem dos vetores nesta base.

Definigao 3.11 Sejam V' um espago vetorial e B = {vy,vs,...,v,} uma base ordenada de V.

Para v = ajv1 + asve + ... + ayv,, 0s escalares ay, as, ..., a, sao chamados coordenadas de
(451
a2

v em relagdo a base B e [vlgp = | . é chamado o vetor das coordenadas de v em relagao a
anp,

base B.

Note que, mudando a posigao dos vetores da base, muda também o vetor das coordenadas.

Exemplo 3.38 Sejam B = {(1,0),(0,1)} e B’ = {(0,1),(1,0)} bases ordenadas de R? e seja

—3 ¢ ol — 5
5 B 3

v = (3,5) um vetor. Entao [v]p =
Exercicio 3.11 Seja B = {(1,2,1),(0,1,2),(0,0,1)} uma base de R®. Encontre [v]g nos casos
abaizo.

a)v=1(0,3,-2) b)v=(0,1,1) ¢c)v=(1,2,1) d)v=(23,4)

3.10 Mudancga de base

Seja V' um espago vetorial e sejam B = {vy,vs,...,v,} e B' = {wy,ws, ..., w,} bases ordenadas
de V. Para v € V| sejam v = x10; + ToVs + ... + TpUn, € U = YW1 + YoWs + ... + Ypw, as
representacoes de v como combinagao linear dos vetores das duas bases. Entao,

1 U
) Yo
[v]p = evlp=|"
T Yn

Como os vetores de B’ sao vetores de V' e como B é uma base de V, entao os vetores de B’ se
escrevem como combinacoes lineares dos vetores de B:
Wy = G111 + a21V2 + ... + A1V,
Wy = G12V] + A99V2 + ... + Ap2Uy,
(%)
Wy, = A1pV1 + A2pV2 + ...+ App Uy
Assim, v = yywy + Yows + ... + Ypw, =
v = y1(a11v1 + ag1vz + +an10,)+
Yo(a12v1 + Az + +anavy)+

yn(alnvl + Q2pV2 + +annvn) =
v = (a11y1 + apys + ... + alnyn)?fﬁL
(a21y1 + a2y + ... + a2y )2+
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(an1y1 + anaYa + .. + Gpnln )

Mas v = x1vy + 22U + ... + T,U,, logo,
T1 = anyr +ays + ...+ ainlYn
Ty = a21Y1 + A22Y2 + ... + A2nYn

Tp = Ap1Y1 + ApolYo + - .. + AppYn

e portanto,
Ty air a2 - Qip Y1
) Q21 G2 -+ Q2p Y2 / .
Wlp=1| . | = S . ~ | =[] [vle, onde a matriz
T, Am1l Am2 *°° Omnp Yn
ainr Q2 - Qi
Q21 Qg2 -+ A2n
/ , . ,
5 = _ _ ' é chamada matriz de mudanga da base B’ para a base B (é
Am1 Am2  *°°  Omp

a transposta da matriz dos coeficientes do sistema (*) ). Esta nomenclatura é a que estd no
livro do Boldrini e a adotamos por considerad-la mais adequada. Nos livros do Lipschutz e do
Coelho, a matriz [I]5 é chamada de matriz de mudanca da base B para a base B’. Assim,

enunciamos o que segue.

Teorema 3.14 Seja V' um espaco vetorial e sejam B e B’ bases ordenadas de V. Entao, para
cada v €V, [v]p = [115 [v]

Exemplo 3.39 Sejam B = {(3,-2),(—4,3)} e B' = {(1,0),(0,1)} bases de R?. Vamos en-
contrar a matriz de mudanca da base B’ para a base B e também o vetor das coordenadas de
v =(2,3) em relagdo a base B.

! . ~ .
Para encontrar [I15 , escrevemos os vetores de B' como combinacio linear dos vetores de B:

(1,0) = 3(3,—2) + 2(—4,3)
(0,1) = 4(3, —2) + 3(—4,3)
o 3 4

A transposta da matriz dos coeficientes é a matriz procurada: [I|5 = 5 3| Como

vl = (s e blp - H entio [(2,3)a = [‘;’ ;‘] m - [ﬁ] ou seja,
(2,3) = 18(3,—2) + 13(—4,3).

Exemplo 3.40 No exemplo anterior, vamos encontrar [I|2, e realizar o produto [I)2 [I]5,.

3 —4 , 10 . .
Resolvendo, encontramos [I15, = [ 5 3 ] e [NB)E = [ 01 ] que € a matriz identi-
dade. O prozimo teorema mostra que isso sempre acontece, ou Seja, [I]g/ € sempre a iNVErsa

da matriz [I]5,.

Teorema 3.15 Seja V' um espago vetorial e sejam B e B’ bases ordenadas de V. Entao, a

inversa da matriz 1|5 ¢ a matriz [1]5,.



3 ESPACOS VETORIAIS REAIS 28

Exercicios 3.12

1. Para By = {(0,1),(1,0)}, By ={(—1,2),(2,-3)}, B3 ={(2,3),(—5,—-7)} bases ordenadas
de R? e v = (4,5), encontre:

O lls 0 ls o) s &5 ) [ME £ 02

2. No exercicio anterior verifique que [I]gi [I]g; = [I]g;.

3. Para B = L0 , L1 , Ll , b1 , encontre a matrizes de mudanca de
0 0 0 0 10 11

base [I15, e [I5', onde B' é a base candnica de M(2,2):

Al el [ [ 2])

4. Fazer o exercicio 29 da pdgina 133 do livro do Boldrina.

Respostas:

: mg;:[f ‘;’] mg;,:[Z jé], mgz=[177 :ﬁ]?

1111 1 -1 0 0
011 1 Clo 1 -1 o
SMp=10 11| cWE=|y o 1 _
000 1 00 0 1

3.11 Espacos de polindomios sobre R

Um polinomio com coeficientes reais é uma expressao da forma p(t) = ag +at+ast’>+- - -Fant”,
onde ag, ay,as, - ,a, sio nimeros reais. Dizemos que p(t) = ag + ait + ast> + - - - + a,t" tem

grau n se a, # 0. Convencionamos que o polinémio nulo n(t) = 0 tem grau —oo.

Exemplo 3.41 Temos que: 1 — 5t? tem grau 2; t3 — 3t +t + 1 tem grau 3; 2 tem grau 0 e
3t2 4+ t7 tem grau 7.

Seja P o conjunto de todos os polindmios com coeficientes reais. Consideramos que dois
polinomios sao iguais quando eles tém todos os coeficientes iguais:
g+ art+agt? +- - - ant™ = b+ bit +bot® +- - -4+ bpt™ = ag = by, a1 = b1, ag = by, -y = by

No conjunto P define-se as operagoes de adicao de polinomios e produto de polinomio
por escalar como segue:

Para f(t) = ag + ait + ast? + - - + ant™, g(t) = by + byt + bot® + -+ + b,t" e r € R,

h(t) = f(t) + g(t) = (ao + bo) + (a1 + b1)t + (a2 + b2)t* + - - + (an + by )t"

k(t) =rf(t) = rag + rayt + ragt? + - - + ra,t"

Neste caso, verifica-se sem dificuldades que P é um espaco vetorial real. O vetor nulo
deste espago é o polindomio nulo n(t) =0 (= 0+ 0t + 0t> + - - - + 0t™).

Por exemplo, para f(t) = 5 — 3t> +t°> e g(t) = t* + 2t tomando h = f + g entao
h(t) =54+t —t3+1¢° pois f(t) =5+0t+0t> —3t3+0t* +° e g(t) = 0+ 0t + >+ 2t3 + 0t* +0t°.
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Subespacos P,

Seja P o espaco dos polinémios sobre R e P, o conjunto dos polinémios de graus menores ou
iguais a n, isto é, P, = {ag + a1t + - - + a,t" : a; € R}. Verifica-se facilmente que P, é um
subespago de P. Por exemplo, P, = {ag + a1t + ast®> : a; € R} é o espago dos polindmios de

graus menores ou iguais a 2.

Defini¢ao 3.12 Dizemos que um conjunto infinito de vetores é (LD) se contém um subconjunto

finito de vetores linearmente dependente. Caso contrdrio, dizemos que o conjunto € linearmente
independente (LI).

No espago P dos polindomios, o conjunto {1,¢,¢%¢3,---} é LI, pois para qualquer subconjunto
finito, digamos, {1,¢,¢%, -+ 1"}, se ag + ait + ast®> + -+ + a,t" = 0= 0+ 0t + 06> + - - - + Ot"
entao ag = a; = --- = 0, mostrando que sao LI.

Também, {t,t3 8} é LI pois é um subconjunto de {1,¢,¢% --- %} que é LI

Temos também que {1,¢,¢%,¢3,---} gera P, pois todo polinomio se escreve na forma p(t) =
ag + art + agt® + -+ - + a,t". Também P nao é finitamente gerado, pois nao existe um limite
para o grau dos polinomios, apesar de todo polinomio ter um grau finito.

Assim, {1,¢,¢2,#3,---} é uma base de P. Verifica-se facilmente que {1,#,t*,¢3,---t"} é uma
base de P,. Portanto, dimP, = n + 1.

Quando um espaco V nao é finitamente gerado, dizemos que V' tem dimensao infinita e deno-

tamos dimV = oco. Assim, dimP = oo.

Exemplo 3.42 O conjunto W dos polinomios de graus maiores ou iguais a 2, ndao € um Su-
bespaco do espago dos polinémios pois f(x) =1+ x+ 22 e g(x) = 1 — 22 sdo polinémios de W,
mas h(z) = f(z) + g(z) = 2+ x tem grau 1, logo, h nao esta em W.

Exercicios 3.13
1. Seja P o espaco dos polinomios. Verifique se W é subespago de P nos casos abaixo.
a) W € o conjunto dos polinomios com coeficientes inteiros.
b) W € o conjunto dos polinémios com grau 2, isto €,
W = {ag + art + ast?® | ag,a1,a2 € R, as # 0}.
) W={a+0bt?+ct’ | a,b,c€R}.
2. No exercicio anterior, encontre a dimensao de W, nos casos onde W € um espaco vetorial.
3. Verifigue se B € uma base para P, nos caos abaizo.
a) B={1+1¢1,1+1t}.
b) B={1+t1—1t1—¢t*}.
c) B ={2,3t,4t*}.
d) B={1,1+t1—t,t}.
e) B={1+t1—t*1+¢}.

3.12 Espacos de fungoes

Se A é um subconjunto do conjunto dos nimeros reais, define-se F'(A) o conjunto das fungoes
de A em R. A soma de funcées e o produto de fungoes por escalar sao definidos como segue:
Para f e g em F(A) e r € R, define-se:
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h=Ff+g hiz)=f(z)+g(z).

k=rf k(z)=rf(z)

Aqui também, F(A) é um espago vetorial real. Seu vetor nulo é a fungao constante nula:
n(x) =0.

Assim, o conjunto F(R) das fungoes reais definidas em todo R é um espago vetorial.
Para f(x) = sen®(z) e g(z) = cos*(z), sabemos que f,g € F(R). Denotando h = f + g, entao
h(x) = sen?(z) + cos*(z) = 1, isto é, h é a fungao constante h(z) = 1. Denotando k = —3f,

entao k(z) = —3sen?(z).

O espago P dos polindmios sobre os reais é um subespaco de F(R). Como P tem di-
mensao infinita entdo dimF(R) = oo.

Os conjuntos C(R) = {f € F(R) : fé continua } e D(R) = {f € F(R) : f¢é diferencidvel }
sao subespagcos de F'(R), e ambos tém P como subespago.

Se V e W sdo espagos vetoriais, de modo andlogo ao que foi feito para F(A), podemos
verificar que F(V,W) ={f:V — W : f é funcao }, o conjunto das fungoes de V em W é
também um espaco vetorial.

4  Transformacoes Lineares

4.1 Definigao e exemplos

Definicao 4.1 Sejam V e W espacos vetoriais e seja T : V — W uma funcao. Dizemos que
T é uma transformacao linear, se T satisfaz:

a) T(v+w)="T(v)+T(w), para quaisquer v,w € V;

b) T'(av) = aT'(v), para qualquer v € V' e qualquer a escalar.

Proposicao 4.1 Sejam V e W espacos vetoriais e seja T : V. — W uma funcao. Entao T €
uma transformagao linear se, e somente se, T satisfaz:

T(av 4+ bw) = aT'(v) + bT(w), para quaisquer v,w € V' e para quaisquer a,b escalares;

Exemplo 4.1 Se V' é um espago vetorial, entdo a funcdo identidade T :V — V, T(v) = v, e
a fungao nula, T :'V — W, T(v) = Ow, onde Ow ¢é o vetor nulo de W, sdo transformagdes
lineares.

Observagao. Se T : V — W é uma transformacao linear entao 7'(Oy) = Oy, onde Oy e Ow
sdo os vetores nulos de V' e W, respectivamente. Assim, se T'(Oy) # Oy entao T nao é uma

transformacao linear.

Exemplos 4.2 Sao transformacaoes lineares:

1)T:R? 5 R3 T(x,y) = (x,y,0)

2)T:R® = R? T(x,y,z2) = (v — 22,3y)

3)T:R— R T(x,y,z2,s,t) = (2z — 5,0, 2)

4) Se A € uma matriz mxn, a funcio Ty : R* — R™, tomada por Tx(x1,x9, - ,2,) =
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Y1 4ol
Y2 T2 ) p
(Y1,Y2, "+ s Ym), onde ] =A|  |. Ou seja, Ta(v) = Av onde v no produto Av é
Ym Tn
tomado como vetor coluna e Av é tomado como vetor de R™.
1 =5
Subezemplo. Para A= | 0 3 |, Ta:R*— R3 obtida por
-2 1
1 =5 T — Dy
x
0 3 [ = 3y , entdo Ty € uma transformagao linear definida por
Y
-2 1 -2z +y

Ta(z,y) = (v — 5y, 3y, =27 + y).

5)T:DR)— D(R), T(f) = f', onde D(R) € o conjunto das fungdes diferencidveis de R em
R e f' € a derivada de f.

Nao sao transformacoes lineares:

6)T:R>—=R3 T(x,y,2)=(x+1,y+2,2—3).

7T :R* =R, T(z,y) =y

8)T:M(2,2) >R, T(A) = det(A)

Teorema 4.2 Sejam U e V' espagos vetoriais e sejam {vy, ..., v, } uma base para’ Ve uy, -+, uy,
vetores de U. Entdo existe uma tunica transformacao linear T :V — U tal que T (v;) = u; para
todoi € {1,....,n}.

Exemplo 4.3 Seja {(1,1),(0,1)} uma base de R? e sejam (2,0,5) e (1,—1,3) vetores de R3.
Entdo existe uma transformagdao linear T : R* — R3 tal que T(1,1) = (2,0,5) e T(0,1) =
(1,—1,3). Para encontrar T, basta escrever (x,y) como combina¢ao linear da base dada e
aplicar T': como (z,y) = z(1,1)+ (y —x)(0,1) e T' € uma transformagao linear entio T(x,y) =
zT(1,1) + (y — 2)7(0,1) = 2(2,0,5) + (y — x)(1,-1,3) = (x + v,z — y, 22 + 3y).

Exercicio 4.1 Resolver os exercicios 2,3,4 da pagina 171 do livro do Boldrini.

4.2 Nucleo e Imagem

Definicao 4.2 Seja T : V. — W uma transformagao linear. O nicleo de T' é o conjunto dos
vetores v € V' tais que T(v) = Ow. A imagem de T € o conjunto das imagens dos elementos

do dominio de T'.

Notagao. Nicleo de T: N(T)={v eV : T(v) = Ow}.
Imagem de T: Im(T) ={T(v) : veV}={weW : w=T(v) para algum v € V}.

Teorema 4.3 SejaT : V — W uma transformacao linear. Entao o nicleo del’ é um subespaco

de V e a imagem de T é um subespaco de W.

Exemplo 4.4 Seja T : R? — R3 definida por T'(z,y,2) = (x+y,y+z,2—2). Vamos encontrar
as dimensoes do nucleo e da imagem de T.
Im(T) = {T(z,y.2) | (z.9,2) € R’} ={(z +y.y + 2,2 —2) | (x,y,2) € R’} = {x(1,0,1) +
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y(1,1,0) + 2(0,1,—1)| (x,y,2) € R¥}. Assim, Im(T) = [(1,0,1),(1,1,0), (0,1, —1)] e sabemos
como encontrar uma base para Im(T). Assim, B = {(1,0,1),(0,1,—1)} € uma base para
Im(T), portanto, dimIm(T) = 2.

N(T) = {(z,y,2) € R® : T(z,y,2) = (0,0,0)} = {(z,y,2) e R® : (z+y,y+z,1—2)=
(0,0,0)} ={(z,y,2) €R3 : 24+y=0,y+2=0ecx—2=0}. Assim, N(T) é o espago das

solucoes do sistema de equacoes lineares

r+y=0
y+z=0
r—2=0

Resolvendo, encontramos B' = {(1,—1,1)} base para N(T'). Assim, dimN(T') = 1.

Uma transformagao linear T : V' — W ¢ injetiva se elementos distintos do dominio tém
imagens distintas, isto é, se u # v entdo T'(u) # T(v). Isso é equivalente a dizer que se
T(u) =T (v) entao u = v.

Uma transformagao linear T : V' — W é sobrejetiva se todo elemento do contradominio
¢ imagem de algum elemento do dominio, isto é, se w € W entao existe v € V tal que
T(v) = w. Assim, T é sobrejetiva se, e somente se, W = Im(T), isto é, se, e somente se,
dim W = dimIm(T).

Uma transformacao linear T : V' — W é bijetiva se T é injetiva e sobrejetiva.

Teorema 4.4 Seja T : V — W uma transformacao linear. Entao T € injetiva se, e somente
se, N(T') = {Ov}.

Exemplo 4.5 No exercicio anterior, resolvendo chegamos que o nicleo de T tem dimensao 1.
Logo, N(T) # (0,0,0). Assim, pelo teorema anterior T ndo é injetiva.

Exercicio 4.2 Verifique que a transformacao linear T : R?* — R? definida por T(z,y) =
(x +y,z + 2y,3z + 3y) € injetiva.

Exercicio 4.3 Seja T : R® — R? transformacao linear definida por T(x,y,z) = (x +y,y — 2).
Verifique que T nao € injetiva.

Teorema 4.5 Seja T : 'V — W uma transformacao linear. Se {v,...,v,} uma € base de V
entao {T(vy), -+ ,T(vn)} gera Im(T). Isto é Im(T) = [T(v1),T(va),...,T(vy)]

Exemplo 4.6 Seja T : R®* — R, T(z,y,2) = (x+y+ 2,2+ 2y —2z,9y—32). A Imagem de T
¢ gerada por T'(1,0,0), T(0,1,0) e T(0,0,1), ou seja, por (1,1,0), (1,2,1) e (1,—2,—3). Esca-

1 1 0 1 10
lonando a matriz | 1 2 1 |, chegamos na matriz | 0 1 1 |. Logo,{(1,1,0),(0,1,1)}
1 -2 -3 000

¢ uma base para Im(T).

Teorema 4.6 (Teorema do nicleo e da imagem) Seja T -V — W uma transformagao linear,
sendo V' espago de dimensao finita. Entdo dimV = dimN(T) + dimIm(T).

Exemplo 4.7 No exemplo anterior, T : R® — R3, T(z,y,2) = (x+y + 2z, + 2y — 22,y —
3z), conhecendo as dimenséoes do dominio (= 3) e da imagem (= 2), podemos concluir que

dimN(T) = 1, sem precisar encontrar a base do nicleo de T.
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Exemplo 4.8 No exemplo acima, sabemos que dimN(T) = 1. Qual seria uma base para
N(T)? Sabemos que N(T) = {(z,y,2) € R® : T(x,y,2) = (0,0,0)}, ou seja, N(T) =
{(z,y,2) : 24+y+2=0, x+2y—22=0ey—3z=0}. Assim N(T) é o conjunto das
solugoes do sistema

r + y + z2=0

r + 2y — 2z=0 . Resolvendo o sistema chegamos, por exemplo, na base (4, —3,—1)
y — 32=0
para N(T).
Exercicios.

1) Mostre que uma transformacao linear 7' : R — R? nao pode ser injetiva.

)
2) Mostre que uma transformacao linear T : R* — R* nao pode ser sobrejetiva.
3) Seja T : V' — W uma transformagao linear. Mostre que:

a) se dimV > dimW entdo T nao é injetiva;

b) se dimV < dimW entao T nao é sobrejetiva.

4) Seja F : R® — R3 dada por F(z,y, 2, s,t) = (v+y+z+s+t, 20+3y+42—5s+t, v+4y+62—8s).
a) Encontre uma base para a imagem de F'

b) Qual a dimensao do nicleo de F?

c¢) Encontre uma base para N(F).

5) Seja G : R?* — R? definida por G(z,y,2) = (v +y — 22,y + 32,2 + 2y + 2)

a) Encontre uma base para o nicleo de G

b) Qual a dimensao da imagem de G?

¢) Encontre uma base para ImG.

Teorema 4.7 Sejam V e W espacos vetoriais de mesma dimensao e seja T 'V — W uma
transformacao linear. Sdo equivalentes:
a) T € injetiva

b) T é sobrejetiva

Definicao 4.3 Dizemos que uma transformacao linear T': V. — W € um isomorfismo se T é

bijetiva. Neste caso, dizemos que V e W sao isomorfos.

Teorema 4.8 Se V e W sao espagos vetoriais de mesma dimensao (finita) entao Ve W sdo

isomorfos.

Temos entao que qualquer espaco vetorial real V' de dimensao finita é isomorfo a R™ onde
n € a dimensao de V.
Por exemplo, o espaco P; dos polindmios de graus menores ou iguais a 4 ¢ isomorfo a R?;

o espago das matrizes reais M (2, 3) é isomorfo a RS.

4.3 Composta e inversa de transformacoes lineares

Sejam T : V. — W e F : W — U sao transformagoes lineares. Se v € V entao T'(v) € W.
Logo podemos aplicar F' em T'(v) e obter F(T'(v)) € U. Desse modo, podemos definir uma

funcao de V em U, que é chamada a composicao de T' e F' e é denotada por FoT : V — U, e
(FoT)(v) = F(T(v)).
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Observe que para poder definir F'oT' é necessario que o dominio de F' seja igual a imagem

de T (ou simplesmente que o dominio de F' esteja contido na imagem de T').

Exemplo 4.9 Sejam T : R? = R? e F: R® — R* definidas por T(z,y) = (z +y,x — y,2z)
e F(v,y,2) = (x +y,y + 2,2 + x,—y) entdo (ToF) : R? — R ¢ definida por (FoT)(z,y) =
F(T(x,y)) = F(x +y,x —y,2r) = (22,3 —y, 30 + y,y — ).

Teorema 4.9 SeT :V — W e F : W — U sao transformacoes lineares entdao

FoT :V — U também € uma transformacdao linear.

Seja T : V — W uma transformacao linear bijetiva. A inversa de T é a fun¢ao denotada
por T71: W — V, onde T~!(w) = v se, e somente se, T'(v) = w. Também, ToT ' : W — W é
a funcao identidade em W e T 10T : V — V ¢é a funcao identidade em V.

Teorema 4.10 Se T : V. — W € uma transformacao linear bijetiva entao T™' : W — V

também é uma transformacao linear.

Exemplo 4.10 Seja a transformacao linear T : R® — R3, definida por T'(z,y,z) = (v +y,y +
z,x +y + z). Para verificar se T € injetiva basta verificar se N(T) = {(0,0,0)}. Temos:
(x,y,2) € N(T) & T(x,y,2) = (0,0,0) & (zr +y,y + z,x +y + z) = (0,0,0). Resolvendo o
sistema chegamos que a unica solugio é x = 0, y = 0, z = 0, ou seja, N(T) = {(0,0,0)}.
Assim, T € injetiva e como o dominio e a imagem de T tem a mesma dimensao, entdao T €
bijetiva. Portanto existe a inversa T' : R® — R? e T"Y(z,y,2) = (a,b,¢) & T(a,b,c) =
(r,y,2) & (a+bb+c,a+b+c) = (v,y,2) &

a + b =z

b + ¢ =y

a + b + ¢ = =z
Resolvendo o ssistema chegamos em a = —y+ 2z, b=x+y—z ec =z —x. Assim, a inversa

¢ dada por T~ z,y,2) = (—y+z2,x+y— 2,2 — T).

Exercicio 4.4

1) Seja T : R? — R?, definida por T(z,y) = (v +y,2x — y).
a) Mostre que T é uma transformagao linear.

b) Mostre que T € bijetiva.

c¢) Encontre T~*.

2) Seja a transformagdo linear T : R3 — R3, definida por T(x,y,2) = (2x — 3y + 2,4z — y, 3x).
a) Mostre que T é uma transformagao linear.

b) Mostre que T é bijetiva.

c¢) Encontre T~*.

d) Encontre ToT

3) Seja T : R?* — R?, definida por T'(z,y) = (z +vy,y).

a) Mostre que T € uma transformagao linear.

b) Mostre que T é bijetiva.

c¢) Encontre T=%, ToT, ToT~* e T~ *oT 1.
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4.4 Operador linear

Jd vimos que, para uma matriz Ayxn, podemos associar uma transformacao linear Ty : R™ —
R™. Veremos agora que dada uma transformacao linear T : V — W, € possivel associar uma
matriz A a T. Faremos isso para o caso de T ser um operador linear. Para o caso geral, o
procedimento € semelhante e pode ser encontrado nos livros listados na bibliografia.

Definicao 4.4 Um operador linear sobre um espaco vetorial V' é uma transformacao linear

T:V->V.

Ja vimos também que se V' € um espago vetorial e B = {vy,...,v,} € uma base de V', entdo
cada v em V' se escreve de maneira unica como combinacao linear dos elementos da base, isto
¢, existem unicos escalares ay,--- ,a, tais que v = a1V + - - - + a,v,. Assim, considerando B
como base ordenada, podemos tomar o vetor das coordenadas de v em relacao a base B:

a1
[v]p =

Qn

4.5 Matriz de um operador linear

Sejam V' um espago vetorial, B = {vy,...,v,} uma base de V e T : V — V um operador linear.
Como T(v;) € V para todo i, entao cada T(v;) se escreve como combinacao linear da base
(ordenada) B:

T(v1) = anvi + agva + -+ + Gpivy

T(Ug) = a12V1 + (650X + -+ Ay 2Up,

T'(vn) = a1nv1 + azpVa + +++ + Anpty
A transposta da matriz dos coeficientes é chamada a matriz de T em relagao a base B e é

app Q2 - Qin
. Q21 Q22 -+ Q21

denotada por [T)g. Assim, [T|p =
Ap1 Gp2 - App

Teorema 4.11 Sejam V um espago vetorial, B = {vy,...,v,} uma base de V eT :V =V um
operador linear. Entao [T)g[v]p = [T(v)]5.

Exemplo 4.11 Sejam T : R?> — R? definido por T(x,y) = 2z +y,z —y) e seja
B =1{(0,1),(1,1)} uma base de V. Temos:
T(0,1) = (1, 1) = —2(0,1) + 1(1, 1)
T(1,1) = (3,0) = —3(0,1) + 3(1, 1)
-2 -3
1 3
Para v = (=2,5), T(v) = T(-2,5) = (1,-7). Assim, v = (=2,5) = 7(0,1) — 2(1,1) e

Assim, [T|p =
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T(1,0) = (2,1) = 2(1,0) + 1(0, 1)
T(0,1) = (1,—1) = 1(1,0) — 1(0, 1).

2 1 7,£[—2 _3

Logo, [Tlwr = | | -

— [T.

Jd vimos que se A € uma matriz n xn entao A estd associada a uma transformacao linear
Ty :R"™ — R". Se B € a base candnica de R™ verifica-se que [Ta]lp = A.

Teorema 4.12 Seja V' um espago vetorial e sejam B = {vy,...,v,} e B' = {wy,...,w,} bases
de V. Se T :V — V é um operador linear entio [T|p = P[T|pP~* onde P = 1|8, é a matriz

de mudanca da base B para a base B'.

Exemplo 4.12 No exemplo anterior, temos
(0,1) =0(1,0) + 1(0,1) e
(1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1).

Logo a matriz de mudanca de base é P = [I]5, = e P71 = =115 .

-1 11

2 1 0 1
Assim, [T|p = P[T|gP™!, isto ¢, [ ) ] = [

Definicao 4.5 Dizemos que duas matrizes nxn A e B sao semelhantes se existe uma matriz
nxn inversivel P tal que A= P 'BP.

Teorema 4.13 Duas matrizes representam o mesmo operador linear T se, e somente se elas
sao semelhantes.

Ezercicios.

1) Seja T : R? — R? definida por T(z,y)
a) Encontre [T]p para B = {(1,0),(0,1)}
b) Encontre [T|p para B = {(1,2),(2,1)}

2) Seja T : R® — R3 definida por T'(z,y,2) = 2z +y,y — 2,2 +y + 2)
a) Encontre[T|g para B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}

b) Encontre [T)|p para B' = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

= (2z — 5y, 2y)

5 Autovalores e Autovetores

Definicao 5.1 Sejam V' um espaco vetorial e T :'V — V' um operador linear. Dizemos que
um escalar X € um autovalor de T, se existe um vetor nao nulo v € V tal que T'(v) = Av. Neste

caso, dizemos que v € um autovetor de T', associado ao autovalor .

Exemplos 5.1
1) Seja T :V — V definido por T'(v) = 2v. Entdo 2 é um autovalor (o inico) de T e todo
vetor nao nulo de V' € um autovetor associado ao autovalor 2.

2) Seja T :V — V a aplicagio nula. Entao 0 € um autovalor (o inico) de T' e todo vetor nao
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nulo de V' € um autovetor associado ao autovalor 0.

3) Seja T : R? — R? definida por T(z,y) = (—y,z). Entio T(z,y) = Nz,y) = (—y,z) =
Az, W)= —y= rex= y=—y=Ny= XN =—-1ouy=0. Como\ €R entio \> # —1,
logo, y = 0 e, portanto, x = Ay = 0, ou seja, (x,y) = (0,0). Assim, ndo existem autovalores
para T'.

3b) Seja T : C* — C? definida por T(z,y) = (—y,z), onde C € o corpo dos nimeros complexos
e estamos considerando C? um espaco vetorial complexo. Desenvolvendo como no exemplo

anterior, chegamos que v = \y e \> = —1. Como estamos trabalhando num espaco vetorial
complezo, temos dois autovalores: A\y =1 e Ay = —i. Assim, para A\ = i temos T = iy e 0s
autovetores associados ao autovalor \y = i sao da forma (iy,y), y # 0; para Ay = —i temos
r = —1iy e os autovetores associados ao autovalor Ao = —i sao da forma (—iy,y),y # 0;

4) Seja T : R? — R? definida por T(z,y) = (x,x — 2y). Se (x,y) € um autovetor associado a
um autovalor \ entao
r =A\r

T(z,y) = AMaz,y) = (z,2 = 2y) = (A\z, \y) =

rT—2y =Ny
Sex =0 entaoy #0 e =2y = \y. Logo, A = —2. Assim, —2 é um autovalor de T e os vetores
da forma v = (0,y), y # 0, sao autovetores associados ao autovalor —2. Se x # 0 entdo A = 1
ex—2y =y, ouseja, t = 3y. Assim, 1 € um autovalor de T' e os vetores da forma v = (3y,y),

y # 0, sao autovetores associados ao autovalor 1.

5.1 Autovalores e Autovetores de uma matriz

Definicao 5.2 Seja A uma matriz nxn. Um autovalor de A é um escalar A para o qual existe
um vetor coluna v nx1 nao nulo, tal que Av = Mv. O vetor v aqui é também chamado de
autovetor associado ao autovalor \ .

Dada uma matriz nxn A, vamos proceder de modo a procurar os autovalores e autovetores
de A. Se v € um autovetor de A associado ao autovalor X\, entdo Av = \v = Av onde I € a
matriz identidade nxn. Logo, Av — Av = O, ou seja, (A — X )v = 0.

Podemos considerar (A — X)v = O como um sistema com n equagoes lineares a n
incognitas onde (A — NI) € a matriz dos coeficientes e v € a matriz das incdgnitas. O sis-
tema possui solucao nao nula se, e somente se, o posto da matriz A— X € menor que n. Neste
caso, A — X\l € equivalente por linhas a uma matriz escalonada M com, pelo menos, uma linha
nula, ou seja, detM = 0. Portanto, det(A — \I) = detM = 0.

Assim, existe um vetor v # O tal que Av = \v se, e somente se, det(A — A\I) = 0.

Denotando P(\) = det(A — A\I), temos que os autovalores de A sao as raizes de P(\).

Defini¢ao 5.3 O polinémio P(\) = det(A — XI) definido acima é chamado o polinémio carac-
teristico de A.

-1 4
Exemplo 5.2 Para A = Lo | P(\) = det(A — \I) = det[
(“1=MA)(2=XN)—4=PA) =—2-A+A>—4=2)2—\—6.

Assim, as raizes do polinémio caracteristico P(A\) = A2 — X —6 sdo A = —2 e A\ = 3.

“1-\ 4 B
1 2\ |
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-1 4
Para N\ = =2, existe um vetor coluna v tal que Av = —2v. Assim, [ 1 2] [x] =
)
-1 4 —2 -1 4y = -2
= TR Tl Ty ¥ Resolvendo o sistema, che-
Y T+ 2y —2y T+2y =-2y
gamos que as solugoes sao da forma x = —4y. Assim, os autovetores associados ao autovalor
—4
A = —2 sdo 0s vetores v = 4 , y#0.

Para \ = 3, procedendo da mesma forma, concluimos que os autovetores associados ao autova-

lor A =3 sao da forma v = [x],x%o.
x

1 0 2
Exercicio 5.1 Para a matrizA= | 0 1 3 encontre os autovalores e autovetores asso-
0 0 =5
ciados.
x
Resposta: A =1 com autovetores associados da formav= | y |, ©# 0 ou y # 0.
0
[ 22
A = —b com autovetores associados da forma v = | 3z |, z#0.
i —6z
1 2 —1]
Exercicio 5.2 Para a matriz A= |1 0 1 encontre os autovalores e autovetores as-
4 —4 5
sociados. ~
-y
Resposta: A =1 com autovetores associados da forma v = y |, y#0.
[ %Y
—2y i
A = 2 com autovetores associados da forma v = Y .,y # 0. X = 3 com autovetores
4y
Y
associados da forma v = y |, y#0.
4y

5.2 Polinémio caracteristico de um operador linear

Sejam T : V. — V um operador linear, B uma base de V' e [T|p a matriz de T na base
B. Temos entio para v € V, v # O: T(v) = A < [T(v)lg = [M]|g = Av]g. Mas
[T'(v)ls = [T]slv]s

Assim, T'(v) = A < [T)g[v]g = AMv]s < ([T]p — M)[v]p = 0 < det([T]g — A) = 0 (como
no caso de autovalores de matrizes) < P(A) = 0 onde P(\) = det([T]p — AI) é o polinémio
caracteristico de [T p.
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O polinomio P acima é chamado o polinomio caracteristico de T e suas raizes sao o0s
autovalores de T. Observe que P independe da base B pois se B’ é outra base de V entao
[T]5 = A[T|gA™! para alguma matriz A. Logo, det([T|p — M) = det(A[T|p A~ = NATA™Y) =
det(A([T)g — N)A™Y) = det(A)det([T)p — M )det(A™') = det(A)det(AN)det([T)g — M) =
det([T)g — \I).

Exemplo 5.3 Seja T : R* — R? definida por T(x,y) = (x,8z — 3y). Tomando B =
{(1,0),(0,1)} a base candnica, temos:
T(1,0) = (1,8) = 1(1,0) + 8(0, 1)
T(0,1) = (0,—3) =0(1,0) — 3(0,1)

1 0
Logo, [T)p = [ q _3
A=1lel=-3
Para A =1, T'(z,y) = 1(z,y) = (z,y). Como T(z,y) = (z,8x —3y) entdo x =z ey = 8x — 3y,
ou seja, x € qualquer e y = 2x. Assim, os autovetores associados ao autovalor X = 1 sdo da
forma (x,2z),x # 0.
Para A = =3, T'(z,y) = —3(z,y) = (=3x,—3y). Como T(z,y) = (z,8z — 3y) entdo —3x = x
e =3y = 8x — 3y, ou seja, x = 0. Assim, os autovetores associados ao autovalor A = —3 sao
da forma (0,y),y # 0.

1—A 0

e P(\) = det
8 —3—-A

] = (1 —=X)(=3—=X), cujas raizes sao

Exercicios 5.3 Pdgina 195 do livro do Boldrini: 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,16.

5.3 Diagonalizagao

Definicao 5.4 Dizemos que um operador linear T' sobre um espaco vetorial V é diagonalizdvel

se eziste uma base B de V tal que [T)|p € uma matriz diagonal.

Teorema 5.1 Seja T" um operador linear no espago vetorial V. Entao T é diagonalizdavel se, e

somente se, existe uma base B de V' formada por autovetores de T.

Exemplo 5.4 No exemplo anterior, para o operador linear T : R?> — R? definido por T(x,y) =
(z,8x — 3y), podemos tomar os autovetores (1,2) e (0, —5). Como estes vetores sio L.1I. entdo
B ={(1,2),(0,—5)} € uma base para R* (pois dimR* =2). Assim,
T(1,2) = (1,2) = 1(1,2) + 0(0, =5)
= (0,15) = 0(1,2) — 3(0, —5)

7(0,-5)
1
Logo, [T|g = 0 _03

Exemplo 5.5 Para T : C* — C? definida por T(z,y) = (—y,x), vimos que temos dois au-
tovalores: A\ = i e \y = —i com autovetores da forma (iy,y), y # 0 e (—iy,y),y # 0. Os
autovetores vy = (i,1) e vo = (—i,1) formam uma base de C* (verifique) e
T(vy) =T(i,1) = (—1,i) = (i, 1) + 0(—i, 1)
T(vy) = T(—i,1) = (—1, —i) = 0(i, 1) — i(—i, 1)

t 0

Assim, para B = {vy, vy} temos [T]| = 0 i
—i
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Definigao 5.5 Dizemos que uma matriz A € diagonalizdvel se existe uma matriz invertivel P

tal que P~YAP é uma matriz diagonal.

Teorema 5.2 Uma matriz quadrada de ordem n € diagonalizdvel se, e somente se, A tem n
autovetores linearmente independentes. Neste caso tomando uma matriz P, onde as colunas de

P sdo 0s n autovetores L.I. de A entdo a matriz P~*AP é uma matriz diagonal.

-1 4
Exemplo 5.6 Para A = R ja vimos que A possui dois autovalores, com autovetores
associados da forma (—4y,y) e (x,z). Logo, podemos considerar os vetores v = (—4,1) e
—4 1

w = (1,1) formando uma base de R?, pois sio L.I.. Assim, para P = R Pl =

-1/5 1/5 -2 0

/5 1/ . Logo, P7'AP = ... =
1/5 4/5 0 3

Verifique que PAP~! nao é uma matriz diagonal.

O problema entao de saber se uma matriz de ordem n, ou um operador linear sobre um
espaco de dimensao n, € diagonalizdvel, consiste em verificar se o operador linear possui uma
base formada por autovetores, isto €, se existem n autovetores que sao L.I.

Os prozximos resultados valem tanto para operadores lineares quanto para matrizes, ja que

podemos identificar matrizes com operadores lineares e identificar espago vetorial de dimensao

n com R".
Teorema 5.3 Se vy, v, -+ ,v,, sao autovetores associados, respectivamente, a autovalores
distintos A, Ao, -+ , A\, entao vy, va, -+ , U, Sao vetores L.I.

Teorema 5.4 Sejam T um operador linear em V, e n = dimV. Se T possui n autovalores

distintos entao T' € diagonalizdvel.

Exemplo 5.7 Seja T : R*> — R? definida por T(z,y) = (z,z — 2y). Jd vimos que seus
autovalores sio 1 e —2. Logo, T é diagonalizdvel.

-1 4

Exemplo 5.8 Jd vimos que a matriz A = .

] possut dois autovalores distintos: A\ = 3

e Ay = —2. Logo, A € diagonalizdvel.

Definicao 5.6 Seja T um operador linear em um espago V' e seja X um autovalor de T. O
conjunto Ex = {v €V : T(v) = A} € chamado de autoespago de .

Fica como exercicio verificar que Ey € um subespaco de V.

Para wverificar se um operador linear T : V. — V € diagonalizavel procedemos da se-
guinte forma:

1. Encontramos os autovalores de T';

2. Para cada autovalor A de T encontramos uma base para E) , ou seja, encontramos o
numero mazrimo de autovetores L.I. associados a A ;

3. Consideramos B = {vy,vq,- -+ ,v,} 0 conjunto de todos os autovetores encontrados no item
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anterior.
Sen = dimV entao B é uma base de V' formada por autovetores, portanto, T' € diagonalizavel.
Caso contrdrio, T nao é diagonalizdvel.

Exemplo 5.9 Seja T : R* — R3 T(x,y,2) = (3z — 3y — 42,3y + 5z,—2). Resolvendo,
encontramos os autovalores de T: Ay = 3 com autovetores associados da forma (x,0,0), z # 0
e Ao = —1 com autovetores associados da forma (z,—20z,162), z # 0. Temos que uma base
para Ey, é By = {(1,0,0)} e uma base para E,, é By = {(1,—20,16)}. Assim, ndo é possivel
encontrar 3 autovetores linearmente independetes. Logo, T nao € diagonalizavel.

10 2

Exemplo 5.10 Para a matriz A = | 0 1 3 |, jd vimos que os autovalores sao A = 1,
0 0 =5

com autovetores associados da forma (x,y,0), e A = —5 com autovetores associados da forma

(22,32,—62), z # 0. Assim, para A = 1 obtemos dois autovetores L.I.: (1,0,0) e (0,1,0), e
para N = —5, obtemos o autovetor (2,3,—6). Portanto, {(1,0,0),(0,1,0),(2,3,—6)} € uma
base de R® formada por autovetores. Tomando

1 0 2 10 2/6 10 0
P=|01 3 |,temosP'=|01 3/6 |eP'P=]0 1 0
00 —6 00 —1/6 00 =5
Exercicio 5.4
11
1) Para a matriz A = 5 9 ] verifique se A € diagonalizavel. Caso seja, encontre a matriz
P tal que P~YAP seja wma matriz diagonal.
-1 1
2) 1d A=
) Idem para 1 o

3) Verifique se T : R?* — R? dada por T(z,y) = (12x — 10y, 152 — 13y) € diagonalizdvel. Caso
seja, encontre uma base B de R? tal que [T)p seja uma matriz diagonal.

4) Idem para T : R? — R? dada por T(z,y) = (y, —x)

5) Idem para T : R* — R? dada por T(x,y) = (5x + y, —4x + y).

) =
) =

6) Idem para T : C* — C? dada por T(x,y) = (v +y, —x +y).
Respostas.
1 1
1) Autovetores: 0 e 3; P = L 9
-1 1
2) Autovalores: —2 e 3; P = L4 ]

3) B={(1,1),(2,3)}
4) Nao € diagonalizavel pois nao possui autovalores.

5) Nao € diagonalizdvel pois nao possui dois autovetores L.1I.

6) B = {(17i)7 (17 _Z>}
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6 Produto Interno

Neste capitulo vamos considerar espagos vetoriais sobre K, onde K =R ou K = C, ou seja, os

espagos vetoriais podem ser reais ou complexos, dependendo de ser K =R ou K = C.

6.1 Definicao e exemplos

Definicao 6.1 Seja V' um espaco vetorial. Um produto interno sobre V é uma funcdao de VxV
em K, denotada por ( , ), satisfazendo:

a) (v,v) ER, (v,0) >0 e (v,v) =0< v =0, para todo v € V;

b) (au + bv,w) = alu, w) + b{v,w), para todos u,v,w € V, a,b € K;

¢) (u,v) = (v,u), para todos u,v € V. Aqui, @ denota o complezo conjugado de a.

A partir da definicdo, podemos também concluir que:

d) (w, au + bv) = a(w, u) + blw,v), para todos u,v,w €V, a,b € K, por (b) e (c);

e) (v,0) = (v,00) = 0(v,v) = 0(v,v) =0 ¢ (0,v) = (v,0) =0 =0, para todo v € V, por (d).
Observe que no caso em que K =R, temos:

C) <u7 U> = <U7u>;

d) (w,au + bv) = a({w, u) + b{w,v);

Podemos estender (b) e (d) para somas finitas:
b’) {a1v1 + agve + -+ - + AU, W) = a1 (v, W) + ag(vy, W) + - - - + ap vy, w)

d’) (w, a1v1 + agve + - - + a,v,) = ap{w,v1) + ag{w,ve) + - -+ + a,(w, v,)

Exemplo 6.1 O produto escalar em R?, definido por {(x1,y1), (T2,y2)) = 122 + Y12 € um
produto interno sobre R? (verificar); o produto escalar em C?%, definido por ((x1,41), (2, y2)) =
T1T9 + Y17y € um produto interno sobre C* (verificar).

Exemplo 6.2 O produto interno do exemplo anterior pode ser expandido para qualquer espaco
K", para v = (x1,x9,....;Tn) € V= (Y1,Y2y -, Yn)-
Em C": (u,v) = 217, + oYy + + -+ + ,7,, € um produto interno sobre C".

Em R™: (u,v) = x1y1 + T2ys + -+ + T Yn € um produto interno sobre R™.

O produto interno definido acima é chamado de produto interno usual de K". Podemos
ter vdrios produtos internos para um mesmo espaco. No exemplo a sequir, definimos um outro
produto interno sobre R2.

Exemplo 6.3 Em R?, para u = (11,y1) e v = (x9,92), definimos (u,v) = {(x1,y1), (22, y2)) =
20129 — T1Yo — TaY1 + Y1y2 € um produto interno, pois:

a) se v = (x1,y1) entdo (v,v) = 2171 — T1Y1 — T1Y1 + Y1y1 = 275 — 2219y, + Yi = 27 + 27 —
eyl =22+ (v —p)?>0ex?+ (v —p)? =0 =0cx;+y1 =0 2, =3y, =0.
Assim, (v,v) >0 e (v,v) =0 < v =(0,0).

Como exercicio, verifique os itens (b) e (c¢) da definigdo de produto interno.

Exemplo 6.4 Para V, o espag¢o das fungoes continuas reais no intervalo [a,b], verifica-se
facilmente, a partir de propriedades de integrais, que (f,qg) = fab f(x)g(x)dx onde f,g €V, é

um produto interno em V.
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FExercicios do Boldrini - pag 247 - 2 e 11a; do Lipschutz - pag 315 - 6.3

6.2 Bases Ortogonais

Definicao 6.2 Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Dizemos que dois vetores u e
v de V sao ortogonais se (u,v) = 0.

Notagao: ulv quando u e v sao ortogonais.

Exemplo 6.5 No espaco R? com o produto interno usual, os vetores u = (1,2) e v = (2, —1)
sao ortogonais, pois (u,v) =1-2+2-(—1)=0.

Teorema 6.1 Seja V' um espacgo vetorial com produto interno. Entao:
a) OLv, para todo v € V;

b) ulv = vlu, para todos u,v € V;

c) ulv = aulv, para todos u,v € V e para todo a € K;

d) ulw e vlw = (u+v)Lw, para todos u,v,w € V;

e) ulv para todov € V = u= 0.

De (c¢) e (d) do teorema anterior, temos que se ulw e vlw = (au+ bv)Lw e wl(au + bv),
para todos u,v,w € V ea,b e K.

Teorema 6.2 Sejam vy, vs, ..., v, vetores nao nulos e ortogonais dois a dois. Entao o conjunto
{Ul, V2, .uny ’Un} e L.1..

Definicao 6.3 Uma base ortogonal é uma base formada por vetores que sao dois a dois orto-

gonais.

Como um conjunto com n vetores L.I. em um espaco com dimensao n formam uma base,
entdo n vetores nao nulos que sao dois a dois ortogonais, formam uma base ortogonal num
espaco de dimensao n.

Exemplo 6.6 Vimos que no espaco R? com o produto interno usual, os vetores u = (1,2) e
v = (2, —1) sdo ortogonais. Como dimR? =2, entio B = {(1,2),(2,—1)} é uma base ortogonal
de R%. Verifica-se facilmente que {(1,0),(1,2)} ¢ uma base ndo ortogonal de R2.

Exemplo 6.7 As bases canonicas de R™ e de C" sao bases ortogonais com o produto interno

usual.

Quando se trabalha com bases ortogonais fica mais simples a determinag¢dao das coor-
denadas de vetores em relagdo a base. Considere B = {vy,vq,...,u,} base ortogonal de
um espaco vetorial V. Se v é um vetor de V, seja a representacao de v na base B
dada por v = ajv; + agvy + -+ + apv,. Entao (v,v1) = (@] + agvy + -+ + ARV, V1) =
ai(vy,v1) + agve,v1) + + -+ + ap(vy,v1) = ar{v,v1) +ag -0+ -+ +a, -0 = a;(vy,v1). Assim,
(v,v1) (v, v;)

{vi,v1) (vi, vi)

a; = . De modo andlogo verifica-se que para cada i, a; =
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Exemplo 6.8 Para R? com o produto interno usual, tomando a base ortogonal

B ={(1,2),(2,—1)}, vamos determinar as coordenadas de (—2,5) em relagao a B:
(=2,5), (1,2)) = —2+10 = 8; ((—2,5),(2,—1)) = —4—5=—9; ((1,2),(1,2)) = 1+4 =5;
((2,-1),(2,—1

) =4+1=0>5. Assim,
1

)
7( 9 )> 8 <(_275)7(27_1)> -9 9 . 8
a = (1,2),(1,2)) = 5 € Qg = (2,-1),(2,-1)) = 5 = 5 ou seja, (—2,5) = 5(172) —
B 8/5
_(2’_1> LOgO7 [(_275)]3 - [ _9/5 ]
6.3 Norma

Definicao 6.4 Seja V' um espaco com com produto interno. A norma de um vetor v em relac¢dao
a esse produto interno € definida por ||v|| = v/{(v,v). Quando ||v|]| = 1 dizemos que v € um
vetor unitdrio.

Assim, (v,v) = ||v]]?.

. ~ ~ v, s
Observe que se v € um vetor nao nulo, entao o vetor u = H € um vetor unitdrio com
v

Mesma diregdo € Mesmo sentido que v, pois

(v,v) lv|I? =1
HUH HUH \/H I \/H I

Propriedades da norma. Seja V um espago com produto interno. Para u,v € V e
r € K tem-se:

lull =

a) ||v]] >0 e ||v]| =0 se, e somente se, v € o vetor nulo
b) Iroll = Irl- o]

c) [(u, )| < ul|-||v]| ( desigualdade de Schwarz)

d) ||u+v| < |u|| + ||v|| (desigualdade triangular)
Demonstragdo: a) e b) sequem da defini¢io de nm’ma

c) seque da desigualdade 0 < <u — <|TL’|Q|)2> Sv, U ” ”2 >

v v
d) lu+to]* = (ut+vutv) = (wutv)+Lutov) = (uu + (wv) + (v,u) + (v,v) =
lull® + (w,v) + (u,v) + [[0l* = |lull® + 2Re(u,v) + [0]* < [lull* + 2[{u,0)| + [Jo]* <
| + 2[|u]l - ||lo]| + [[v]]* = |Jul| + |v]))? , pois se z € C entdo Rez < |z|, onde Rez é a parte

real do niimero complezo z. Assim, ||u+v|[* < (Jlull + ||v]])?, portanto, ||[u+v| < ||ull+|v|. =

Na geometria analitica a formula de angulo definido por dois vetores € dada por

cos(f) = {u, v) Na desigualdade de Scwarz temos que [(w, v)| < 1. Assim, temos que
lull[[o]l o]
{u, v)

> —H ol < 1, o que nos permite estender a definicao de angulo de vetores para qualquer
ull||v
(u,v)

Il

espago com produto interno, a partir da formula cos() =
Definicao 6.5 Seja V' um espago com com produto interno. Uma base ortonormal é uma base
formada por vetores unitdrios e que sao dois a dois ortogonais.

Assim, para uma base ortonormal B = {vy,vs,...,v,} valem (v;,v;) = 1 e (v;,v;) = 0,

caso i # j.
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Recordamos que para uma base ortogonal B = {vy, va,...,v,}, se a representagdo de v na
~ U, Uj

base B dada por v = ayv1+agve+- - -+a,v,, entao a; = H Se a base for ortonormal, temos
Vi, Ui

(vi,v;) = |Jvg]|*> = 1. Logo, a; = (v,v;), ficando mais simples ainda encontrar as coordenadas do

vetor de v em relagao a base ortonormal.

Exemplo 6.9 As bases canonicas de R™ e de C™ sao bases ortonormais com o produto interno
usual.

6.4 Construcao de bases ortogonais e bases ortonormais

Vamos aqui descrever um processo para construir bases ortonormais a partir de bases quaisquer

de um espaco com produto interno.

Definicao 6.6 Para v e w vetores nao nulos, definimos a projecdo de v na dire¢ao de w sendo

0 vetor vy, = (v, w) ) :<v,w2) .
(w, w) [Jwl]
Tomando um vetor v' = v — cw, temos v' Lw < 0 = (v, w) = (v — cw,w) = (v,w) —
ety = (o, 0) = clju? e e = )
w

Assim, v, € o unico vetor da forma cw tal que v — cw € ortogonal a w, ou seja, v, € 0
tnico vetor na dire¢ao de w tal que (v — v,) Lw.

0 'U'
U, w
Teorema 6.3 Seja V' um espagco com com produto interno, sejam wy, ws, ---, W, vetores
nao nulos dois a dois ortogonais e seja w = v — cLwy — CoWg — - + - — CL,W, onde v € um vetor e,

(v, w;)

para cada v, ¢; = T
(]

. Entao w € ortogonal a cada w;.

Observe que, no teorema anterior, c;w; € a projecao de v na direcao de w;.

Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
Seja V' um espago com com produto interno e seja B = {vy,vs,...,v,} uma base de V. Sejam:

w1 = U1
- <v2,w1)
W9 = Vg — 5 w1
[Jws ]|
w v U3, W1 </U37w2>w
3 = U3 1= 2
[[wr |2 w2
(vn, w1) (Un, w2) (VUn, Wn—1)
Wy = Up — wy — Wy — ++ " — —————Wp,_1
ST ([ [[ws]|? lwn—]? "
Entao {wy,ws,...,w,} € uma base ortogonal para o espago V (verifique a partir do teorema
anterior). Normalizando os vetores, isto €, fazendo u; = Wwi, para cada i, obtemos a base
w;

ortonormal {uy, us, ..., u,} (veja o exercicio a seguir).
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Exercicio 6.1 Seja B = {vy,vs, ..., v, } uma base ortogonal de um espago vetorial com produto
interno e sejam ay, as, ..., a, escalares nao nulos. Mostre que B’ = {ajvy,aqvs, ..., a,v,}

também é uma base ortogonal.

Exemplo 6.10 Para a base B = {(1,1,1),(1,2,0),(1,0,0)} do R?, vamos considerar

v = (1,1,1), va = (1,2,0), v3 = (1,0,0) e vamos construir uma base ortonormal em relagao
ao produto interno usual de R®, a partir de B.

wy =v; = (1,1,1) e |Jw| = V3

1,2 1.1.1
W9 = Vo — <’U27w;>w1 = (17270)— <( ’ ’O>’( G )> (171,1) = (1,2,0)—§(1,1,1) = (0,17—1)
fonl 3 3
Mel=v2 e (1,0,0), (1,1,1))
U3aw1 U37w2 17070 ) ]-7 ]-71
w = vz — — wy = (1,0,0) — 1,1,1) —
: I e hooz @2 = (10O 3 (L.1,1)

((1,0,0),(0,1,-1))

2
e |lws|l = V6/3
Logo, By = {(1,1,1),(0,1,-1),(2/3,-1/3,—1/3)} é uma base ortogonal. Normalizando
os vetores, encontramos uma base ortonormal:

(0,1,—1) = (1,0,0) — 1/3(1,1,1) — 0/2(0,1,—1) = (2/3,—1/3,—1/3)

Exercicio 6.2 Seja B = {(1,0),(0,1)} a base canonica do R*. Construa, a partir de B, uma
base ortonormal para R? em relacdo ao produto interno dado por:

(z1,71), (22,72)) = 22172 + Y1Y2 — T1Y2 — TaY1.

6.5 Complemento ortogonal

Definicao 6.7 Seja S um subconjunto nao vazio de um espago V. com produto interno. O
complemento ortogonal de S € o conjunto dos vetores de V que sdao ortogonais a todos o0s
vetores de S.

Notagdo: St ={v eV : vlw para todo w € S}

Exemplo 6.11 Para R* com o produto interno usual e S = {(1,2)}, temos
St={(z,y) eR? : {(z,y),(1,2)) =0} ={(z,y) €R? : x+2y=0}=
{(z,y) e R? » o= =2} ={(-2y,y) eR* : yeR}.

Teorema 6.4 Seja V' um espago vetorial com produto interno. Entdo:
a) St é um subespago de V', para cada subconjunto naio vazio S de V;
b))V =W @ W=, para cada subespaco W de V.

Exercicio 6.3 Pdgina 247 do livro do Boldrini - exercicios 2, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13.
Pagina 315 do livro do Lipschutz - exercicios 6.3, 6.4, 6.5, 6.14, 6.15, 6.16, 6.17 6.18, 6.26, 6.27.
No livro do Lipschutz, o produto interno dos vetores v e w no R? e R?® € denotado também por

v-w.
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6.6 Operadores Auto-adjuntos ou Hermitianos

Definicao 6.8 Seja T' um operador linear sobre um espaco com produto interno V. Dizemos

que T é um operador auto-adjunto ou hermitiano se (T'(u),v) = (u, T(v)).

Exemplo 6.12 Seja T : R? — R? definida por T(x,y) = (22 + y,z — 3y) e vamos considerar
o produto interno usual do R%. Para u = (z1,y1) e v = (xa,ys) temos:

(T'(z1,11), (x2,¥2)) = (221 + y1, 21 — 3u1), (2, Y2)) = 22122 + Y12 + T1y2 — 3Y1Y2 €

(1, 91), T2, 2)) = (21, 91), Qo2+ Y2, 22— 32)) = 21232+ 2192+ Y122 +51(=3)y2 = 20122 +
T1Y2 + Y12 — 3Y1Ye-

Logo, para todos u,v € R?* vale (T'(u),v) = (u,T(v)), ou seja, T é um operador hermitiano.

Teorema 6.5 Seja B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de um espago vetorial com produto
interno Ve seja T um operador hermitiano sobre V. Entao:
a) [T]p = (ai;) tal que a;j =ay;;
b) a diagonal de [T)p consiste de nimeros reais;
c) se V. € um espago vetorial real entio [T|p é uma matriz simétrica.
Demonstracao: a) Como B € uma base ortonormal entdo (v;,v;) =0 de i # j e (v;,v;) = 1.
Como B é uma base de V', cada vetor T'(v;) se escreve como combinagao linear dos vetores de
B:
T(v;) = ayvr + -+ + ajvj + - - - + apivy,. Assim,
(T'(v3),vj) = (arv1,v5) + - -+ + {a;ivy, v;) + -+ - + (Anitn, vj) =
= ay;(v1,vj) + -+ @iV}, V) + - F Ani(Un, V) = aji;
T(vj) = ajju; + -+ -+ ajjv; + - -+ + Ay v,. Assim,
(vi, T(v;)) = (vi, arjo1) + -+ - + (Vi agve) + - + (v, anjon) =
=y (vi, v1) + -+ Ui, vi) + - A (@ngUi, Un) = T
Como T € um operador hermitiano entdo (T(v;),v;) = (v;, T'(v;)). Logo, aj; = @;;, para todos
i\j.
b) Por (a), a;; = a;. Logo, a; é um nimero real.

c¢) Se todo a;; € R entao a;; = a;; = aj;, ou seja, [T = (ai;) € wma matriz simétrica. ]

Exercicio 6.4 Seja T : R — R3 definida por T(z,y,z) = ((2r —y + 3z, —x + y,3x — 22) e
vamos considerar o produto interno usual do R3.

1) Verifique que T' € hermitiano;

2) Encontre a matriz de T em relagdo a base B = {(1,0,0),(0,3/5,4/5),(0,—4/5,3/5)};

3) Encontre a matriz de T em relagao a base By = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}.

Teorema 6.6 Seja T' um operador hermitiano sobre V. Entao:
a) (T'(v),v) € um nimero real;

b) todos os autovalores de T' sao nimeros reais;

c¢) autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais;

d) existe uma base ortonormal de V' formada por autovetores.

Em wvista do item (d) do teorema anterior, se T é um operador hermitiano entio T €
diagonalizavel, e a matriz de T' em relagao a base ortonormal formada por autovetores é uma

matriz diagonal, onde a diagonal da matriz consiste de autovalores.
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Exemplo 6.13 Seja T : R? — R3, T(xz,y,2) = (6x — 3y, =3z — 2y, 152).

T é hermitiano, pois para u,v € 3, u = (x,y,2), v = (21,y1, 21),

(T(u),v) = ((6x — 3y, —3x — 2y, 152), (21,1, 21)) = 6xx1 — 3yx1 + —32Y; — 2YY1 + 1522,
((u,T(v)) = ((x,y, 2), (621 — 3y1, —3x1 — 2y1, 1521)) = 6221 — 32y + —3YyT1 — 2Y81 + 15221,
Logo, ((T'(u),v) = ((u, T(v)), portanto, T é hermitiano.

Vamos encontrar uma base ortonormal formada por autovetores.

Tomando B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} encontramos

6 -3 0 6— A -3 0
Tlg =11 -3 =2 0 e P(\) = det -3 —2-A 0 == (7T=XN)(-3 -
0 0 15 0 0 15— A
A) (15— A)
Assim, os autovalores sdo \y =7, Ag = —3 e A3 = 15.
6r —3y = Tx
Para Ay = 7, temos —3r—2y = Ty Assim, z =0 ex = —3y e os autovetores sao da
152 = 7z
forma (—3y,y,0), y # 0. Seja vy = (-3, 1,0).
6r —3y = —3x
Para Ay = =3, temos ¢ —3x —2y = —3y Assim, z =0 ey = 3z e os autovetores sao da
15z = -3z

forma (x,3x,0), = # 0. Seja ve = (1,3,0).
6rx —3y = 15z
Para A3 = 15, temos ¢ —3x —2y = 15y Assim, xt =y =0 e z € qualquer. Os autovetores
152 = 15z
sao da forma (0,0, 2), z # 0. Seja vg = (0,0,1).
Tomando os autovetores w; = ﬁ, temos wy = (—3/4/10,1/4/10,0), w, = (1/4/10,3/+/10,0) e
ws = (0,0, 1), verificamos que sdo ortogonais:
(wi,ws) = ((—3/1/10,1/+/10,0), (1/v/10,3/1/10,0)) = —3/v/10-1/v/10+1//10-3/v/10+0-0 =
0;
(wy,w3) = -+ = 0;
(wg,w3) = ++-=0.
Como wy, we, e w3 sao trés vetores unitdrios e ortogonais, entao formam uma base ortonormal

de R3.

Exercicio 6.5 Nos casos abairo, verifigue se T é um operador hermitiano, considerando o
produto interno usual. Caso seja, encontre uma base formada por autovetores.
a) T :R? - R?, T(x,y) = (2x +y,x + 2y);
b) T:R* = R? T(z,y) = (3z + 6y, 6z — 2y);
¢c) T:R* =R T(z,y) = (22 —y,x — 2y);
d)T:R>— R T(x,y,2) = (z,2y + 2,y + 22);
T( )

Z) =
e) T:R =R T(x,y,2) = (x+y,y+ 212+ 2).
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7 Apéndice
7.1 Corpos

Um corpo é um conjunto nao vazio K munido de duas operacoes "+7e 7 "tais que
1.Va,beK, a+beKea-beK

2.Va,beK, a+b=b+aea-b=0-a

3. Va,b,ceK, (a+b)+c=a+(b+c)e(a-b)-c=a-(b-c)

4. 30K tal que a+0=0+a=a, Va e K

5. d1eKtal quea-1=1-a=a,Va e K

6. Va e K3 be K tal que a+ b =0 (notagio: b= —a)

. Va€eK, a#0, 3beK tal que a-b=1 (notagao: b =a1)

8. Va,b,ceK, a-(b+c¢)=a-b+a-c

Exemplo 7.1 Os conjuntos R (conjunto dos nimeros reais), C (conjunto dos nimeros comple-
ros), Q (conjunto dos numeros racionais ou fraciondrios) sGo corpos com as operag¢oes uSuais

de adi¢ao e multiplicagao.

Exemplo 7.2 O conjunto Z dos niumeros inteiros, com as operacoes usuais de adi¢ao e mul-
tiplicagao, nao € um corpo pois 2 € Z mas nao existe b € 7. tal que 2b = 1.

Exemplo 7.3 O conjunto Fy = {0,1} com as operagoes: 0+0=0; 0+1=14+0=1; 1+1=
0; 0-0=0-1=1-0=0; 1-1=1 € um corpo.

O ezxemplo anterior ¢ denominado o corpo dos inteiros modulo 2. Para cada nimero primo
existe um corpo com p elementos, chamado de corpo dos inteiros modulo p e denotado por
F,={0,1,2,...,p — 1}.

No corpo F, estao definidas as operagoes: a+b = c onde c € o resto da divisao de a + b por p;

a-b=d onded ¢ o resto da divisao de a - b por p.

Exemplo 7.4 No corpoF;,34+4=0,5+5=3,2+2=4,3-5=1,6-6=1,4-5=6.

QOutros exemplos de corpos podem ser encontrados no estudo de Estruturas Algébricas.

7.2 Polindmio Minimal

Denotamos por K[t] o conjunto dos polinomios com coeficientes em K. Assim, escrevemos
p € K[t] (oup(t) € K[t] ) para dizer que p € um polinémio sobre K ou seja, um polinémio com

coeficientes em K.

Defini¢ao 7.1 Um polinémio p € K[t| de grau maior ou igual a 1 € redutivel sobre um corpo
K sep= fg, onde f e g sao polinomios sobre K de graus maiores ou iguais a 1. Caso p nao

seja redutivel dizemos que p € irredutivel.

Exemplo 7.5 p(t) = t? + 1 € irredutivel sobre R, mas € redutivel sobre C pois t* + 1 =
(t+13)(t —1).
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Teorema 7.1

1) Se f, g, h € K[t] e f = gh entdo o grau de f € igual & soma dos graus de g e de h.
2) Todo polinomio de grau 1 € irredutivel.

3) Os anicos polinomios irredutiveis sobre C sdo os de grau 1.

Definigao 7.2 Uma raiz de um polinomio p(t) € um elemento a tal que p(a) = 0.

Por exemplo, i € raiz do polinomio p(t) =t + 1

Teorema 7.2

1) Se K é um corpo e a € K uma raiz de p(t) € K(t) entdo p(t) = (t — a)g(t) para algum
g(t) € K[t].

2) Se p(t) € C € um polinomio de grau n entdo p(t) = a(t — a1)(t — az)---(t — a,) onde
ai, as, -+ ,a, $ao as raizes de p(t).

3) Se a + bi é uma raiz do polindmios p(t) € R entao a — bi também € raiz de p(t).

4) Se p € irredutivel sobre R entao p tem grau 1 ou 2.

Se A € uma matriz nxn e p(t) € um polindmio entio p(A) € a matriz nxn obtida pela
substituicao de t por A e do termo constante ag por agl, onde A™ € o produto de A por A m

vezes e I € a matriz identidade nxn.

1 -1
Exemplo 7.6 Para A = 0 9 ] e p(t) = t* + 2t — 3 entdo p(A) = A* +2A — 3] =
1 - 2 2| [ -
3 + 30 = 0 =5 , sendo I a matriz identidade 2 X 2.
0 4 0 4 0 3 0 5

Teorema 7.3 Se p(t) € o polindmio caracteristico da matriz A (ou de um operador linear T

com [T|g = A) entao p(A) é a matriz nula.

Defini¢ao 7.3 Dizemos que um polinomio p(t) € K[t] € monico se o coeficiente de maior grau
emt € 1.

Por exemplo, p(t) = t3 — 2 ¢ monico.

Teorema 7.4 Se A uma matriz quadrada entao existe um unico polinomio maonico p(t) tal que
p(t) € polinomio de menor grau satisfazendo p(A) = O.

Definicao 7.4 Um polinomio monico satisfazendo as condi¢oes do teorema anterior é chamado

de polinomio minimal da matriz A.

Teorema 7.5 O polinomio caracteristico e o polinomio minimal tém os mesmos fatores irre-

dutivers.

Em vista do teorema anterior, temos que as raizes do polinomio minimal sdo justamente os

autovalores.

Exemplo 7.7 Se p(t) = (t — 1)%(t + 2)® € o polinémio caracteristico de uma matriz A entdo
o polinomio minimal de A serd um seguintes: pi(t) = (t — 1)(t +2), pa2(t) = (t — 1)(t + 2)?,
p3(t) = (t = 1)(t+2)3, pa(t) = (t = 1)2(t+2), ps(t) = (t — D)*(t +2)2, pe(t) = (t — 1)*(t + 2)3.
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7.3 Forma de Jordan

Embora um operador linear T nem sempre seja diagonalizdvel, veremos que podemos ter

[T em uma forma também simples.

Um bloco de Jordan é uma matriz quadrada da forma:
a seit=73}
Jn(@) = [@jjlnxn onde a;; =q 1 sej=i+1

0 nos outros casos

5 1 0 0
1 -2 1
Exemplo 7.8 Jy(5) = 8 g . (1) e Jo(=2) = [ 0 5 ]
0 0 0 5

Dizemos que uma matriz A estd na forma de Jordan se A é uma matriz "diagonal de
blocos”onde cada elemento de sua “diagonal”é um bloco de Jordan.

_ - 1
SRR FEE N
031 0 0 003 | 0 o
Exemplo 7.9 A = 003 0 O = =
000 —4 1 - -t
000 0 —4 00 0 | -4 1
- . 00 0 | 0 -4
J3(3) O3><2
Oaxz  Jo(—4)

Ja vimos que se A,y € uma matriz quadrada (respectivamente, T : V' — V um operador linear)
e se A um autovalor de A (resp. de T'), entdo o conjunto E) dos autovetores associados a A €
um espaco vetorial, chamado o autoespaco de \.

Definicao 7.5 A multiplicidade geométrica de um autovalor X € a dimensdao de E\. A mul-
tiplicidade algébrica de \ € a multiplicidade de A como raiz do polinomio caracteristico de A.
Isto €, se p(t) = (t — A\)"q(t) e q(\) # 0 entdo a multiplicidade geométrica de X é igual a n.

Teorema 7.6 Seja T : V — V um operador linear e sejam p(t) = (t — X)) (t — X)) -+ (t —
An)™, m(t) = (= A)%(t — Ag)®2 -+ (t — N\p)® os polinémios caracteristico e minimal de T,
respectivamente, onde os \; sao os autovalores distintos de T'. Entao existe uma base B de V
tal que [T'|p € uma matriz "diagonal de blocos”cujos blocos da diagonal sao da forma J;(A;) tais
que para cada \;:

1) Eziste, pelo menos um bloco J;(\;) de ordem sj. Os outros blocos J;(\;) sdo de ordem menor
ou tgual a s;.

2) A soma das ordens dos blocos J;(\;) € igual a ;.

3) O nimero de blocos J;(X\;) € igual a multiplicidade geométrica de \j.

A matriz [T)p € chamada a chamada a matriz de Jordam de T.
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