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“FundamentosdeFı́sica”,Halliday, ResnickeWalker.

Estae outraslistasencontram-seem:http://www.if.ufrgs.br/� jgallasclicando-seem‘ENSINO’

Conteúdo
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25 Lei deGauss

25.1 Quest̃oes

Q 25-4.

Considereuma superf́ıcie gaussianaenvolvendoparte
da distribuição de cargasmostradana Fig. 25-22. (a)
Qualdascargascontribui parao campoelétriconopon-
to
�

? (b) O valor obtido parao fluxo através da su-
perf́ıciecirculada,usando-seapenasoscamposelétricos
devidosa ��� e ��� , seriamaior, igualou menorqueo va-
lor obtidousando-seo campototal?

� (a) Todasascargascontribuemparao campo.Ouse-
ja, o campoé devido a todasascargas.(b) O fluxo total
é sempreo mesmo.Por estaremfora da gaussiana,as
cargas �	� e ��
 nãocontribuemefetivamenteparao flu-
xo totalumavezquetodofluxo individualaelasdevido
entra porémtamb́emsaidasuperf́ıcie.

Q 25-5.

Umacargapuntiformeé colocadanocentrodeumasu-
perf́ıcie gaussianaesf́erica. O valor do fluxo � mudaŕa
se (a) a esferafor substitúıda por um cubode mesmo
volume?(b) asuperf́ıcie for substituidaporumcubode
volumedezvezesmenor? (c) a carga for afastadado
centrodaesferaoriginal, permanecendo,entretanto,no
seuinterior?(d) acargafor removidaparaforadaesfera
original? (e) umasegundacargafor colocadapróxima,
e fora, da esferaoriginal? (f) uma segundacarga for
colocadadentrodasuperf́ıciegaussiana?� (a) Não. O fluxo total só dependeda carga total no
interior da superf́ıcie gaussianaconsiderada.A forma
dasuperf́ıciegaussianaconsideradanãoé relevante.

(b) Não. O fluxo total só dependedacargatotal no in-
terior da superf́ıcie gaussianaconsiderada.O volume
englobadopelasuperf́ıcie gaussianaconsideradanão é
relevante.

(c) Não. O fluxo total só dependedacargatotal no in-
terior da superf́ıcie gaussianaconsiderada.A posiç̃ao
dascargasnão alterao valor do fluxo total atravésda
superf́ıcie gaussianaconsiderada,desdequeo o valor
destacarga total nãosejamodificado.

(d)Sim. Nestecaso,comoacargatotalnointeriordasu-
perf́ıciegaussianaconsideradáe nula,o fluxo total seŕa
iguala zero.

(e)Não.O fluxo totalsó dependedacargatotalno inte-
rior dasuperf́ıcie gaussianaconsiderada.Colocando-se
umasegundacarga fora da superf́ıcie gaussianacon-
siderada,nãoocorreŕa nenhumavariaç̃aodo fluxo total
(que é determinadoapenaspelascargasinternas). As
cargasexternasproduzemumfluxo nuloatravésdasu-
perf́ıciegaussianaconsiderada.

(f) Sim. Nestecaso, como a carga total no interior
dasuperf́ıcie gaussianaconsideradapassaa serigual a� �� � � , o fluxo total é iguala ��� �� � ��������� .
Q 25-7.

Suponhaquea cargalı́quidacontidaemumasuperf́ıcie
gaussianasejanula. Podemosconcluirda lei deGauss
que � é igual a zero em todosos pontossobrea su-
perf́ıcie? É verdadeiraa rećıproca,ou seja,seo campo
elétrico � emtodosospontossobreasuperf́ıcie for nu-
lo, a lei de Gaussrequerquea carga lı́quidadentroda
superf́ıciesejanula?� Seacargatotalfor nulapodemosconlcuirqueo fluxo
totalsobreagaussianáezeromasnãopodemosconcluir
nadasobreo valorde � emcadapontoindividualdasu-
perf́ıcie. Paraconvencer-sedisto,estudeo campogera-
doporumdipolosobreumagaussianaqueo envolva.O
campo� sobrea gaussiananãoprecisaserhomogêneo
paraa integralsobreasuperf́ıciedarzero.
A rećıprocaé verdadeira,poisnestecasoa integral seŕa
calculadasobreo produtodedoisvetores,umdoisquais
é identicamentenulosobretodaa gaussiana.

Q Extra – 25-8da terceira ediçãodo livro

Nalei deGauss, ��� � ���	�! #"$�&%
o campo� é necessariamentedevido àcarga � ?� Não. O fluxo total através da gaussianadepende
do excessode carga (i.e. da carganão-balanceada)ne-
la contida. O campoelétrico � em cadapontoda su-
perf́ıcie gaussianadependede todasas cargasexisten-
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tes, internasounão.O queocorreéque,comodemons-
tradonoExemplo25-1do livro texto, o fluxo totaldevi-
doaqualquercargaexternaseŕasemprezeropois“todo
campoqueentranagaussiana,tamb́emirá sairdagaus-
siana”.RevejaosdoispaŕagrafosabaixodaEq.25-8.

25.2 ProblemaseExerćıcios

25.2.1 Fluxo do campoelétrico

E 25-2.

A superf́ıciequadradadaFig. 25-24,tem ')(+* mmdela-
do. Ela est́a imersanum campoelétricouniformecom, ".-0/2131 N/C.As linhasdocampoformamumângulo
de '5426 com a normal “apontandoparafora”, como é
mostrado.Calcularo fluxo atravésdasuperf́ıcie.� Emtodosospontosdasuperf́ıcie,o módulodocampo
elétricovale -	/3121 N/C, eo ângulo7 , entre� eanormal
dasuperf́ıcied , édadopor 78"9�:-	/31 6<; '34 6 � "=-	>54 6 .
Note que o fluxo est́a definido tanto para superf́ıcies
abertasquantofechadas.Sejaa superf́ıcie comofor, a
integraldevesersemprecomputadasobreela.Portanto,?A@ " � ���	B5 

" C ,ED�F3G 7HB5I
" , I D�F3G 7" �J-	/2131 N/C� �K1)( 1213'3* m� � D�F3G -	>54 �" ; 1L( 1L-04M- N.m� /C (

Notequeo objetivo destaquest̃aoé relembrarcomofa-
zercorretamenteum produtoescalar:antesdemediro
ânguloentreos vetoresé precisoquecertificar-seque
ambosestejamaplicadosaomesmoponto, ou seja,que
ambasflechaspartamdeummesmopontonoespac¸o (e
nãoqueumvetorpartada‘ponta’ dooutro,comoquan-
do fazemossuasoma).

25.2.2 Lei deGauss

E 25-7.

Umacargapuntiformede -2( /ON C encontra-seno centro
deumasuperf́ıciegaussianacúbicade 424 cm dearesta.
Calculeo valor � @ atravésdestasuperf́ıcie.

� Usandoa Eq. 9, encontramoso fluxo atravésda su-
perf́ıcie gaussianafechadaconsiderada(que, no caso
desteexerćıcio, é umcubo):

?A@ " � ����B5 " �� �" -2( /8PQ-	1)RAS C/L( /54TPQ-	1 R �J� C� /(N m� )" *)( 13'8PQ-	13U N m� /C (
P 25-11.

Determinou-se,experimentalmente,queo campoelétri-
co numacertaregiãodaatmosferaterrestreest́a dirigi-
do verticalmenteparabaixo. Numaaltitudede '3121 m
o campotemmódulode V21 N/C enquantoquea *�121 o
campovale -0121 N/C. Determineacargalı́quidacontida
numcubode -0121 m dearesta,comasfaceshorizontais
nasaltitudesde *�131 e '3121 m. Desprezea curvaturada
Terra.� Chamemosde I a áreade umafacedo cubo,

,XW
a

magnitudedocamponafacesuperiore
,ZY

a magnitude
na faceinferior. Comoo campoapontaparabaixo, o
fluxo atravésdafacesuperioré negativo (poisentra no
cubo)enquantoqueo fluxo nafaceinferior épositivo. O
fluxo atravésdasoutrasfaceśezero,demodoqueo flu-
xo totalatravésdasuperf́ıciedocuboé �["$I8� , Y ; , W � .
A cargalı́quidapodeagoraserdeterminadafacilmente
coma lei deGauss:�H" ��� � " ��� IT� ,XY ; ,XW �" ��/)( /34\PQ-	1 R �J� � �J-	121 � � �:-	131 ; V31 �" 'L( 4�>]P^-01 R_S C" 'L( 4�>XN C (
P 25-13.

Umacargapuntiforme� é colocadaemumdosvértices
deum cubodearestà . Qualé o valor do fluxo através
decadaumadasfacesdocubo?(Sugest̃ao: Usea lei de
Gausse osargumentosdesimetria.)� Considereumsistemaderefer̂enciaCartesianoacb8d
noespac¸o, centradonacarga � , esobretal sistemacolo-
queo cubodemodoa ter trêsdesuasarestasalinhadas
com os eixos, indo de ��1)%�1L%�1 � at́e os pontos �K`A%�1L%�1 � ,��1)%�`e%�1 � e �K1L%�1L%�` � .
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Usandoa lei deGauss:O fluxo elétricosobrecadauma
dastrêsfacesqueest̃aosobreosplanosa^b , aQd e b\d
é igual a zero pois sobreelasos vetores � e B5 são
ortogonais(i.e.seuprodutoescalaŕe nulo).
Comosepodeperceberdasimetriadoproblema,o fluxo
elétricosobrecadaumadastrêsfacesrestanteśe exata-
menteo mesmo.Portanto,paradeterminaro fluxo total,
bastacalcularo fluxo sobreumaqualquerdestastrêsfa-
cesmultiplicando-setal resultadopor três. Paratanto,
consideremosa facesuperiordocubo, paralelaaoplanoacb , esobreelaumelementodeáreaB5If"gB2hAB2i . Para
qualquerponto

�
sobreestafaceo módulo do campo

elétricoé, " ->3j � � �k � " ->2j � � �` �  h �  i � (
Chamandode 7 o ângulo que a direç̃ao do campo
elétrico em

�
faz com o eixo d percebemosqueeste

ângulocoincidecomo ânguloentrea normal  e � e,
ainda,que

D�F5G 7T"$` � k . Portanto,o fluxo elétricoédado
pelaseguinteintegral:?

face " � ���0B3 
" C ,lD�F3G 7HB3hmB2i
" `&�>2j ��� Con� Cpn� B3heB3i�K` �  h �  i � � ��q � (

Observe que a integral é sobreuma superf́ıcie aberta,
pois correspondeao fluxo parcial, devido a uma das
arestasapenas.Integrandoemrelaç̃aoa h e depoisin-
tegrandoemrelaç̃aoa i comaux́ılio dasintegraisdadas
noApêndiceG, encontramoso fluxo elétricosobreafa-
ceemquest̃aocomosendodadopor?

face " �*�> � � (
Portanto,o fluxo totalsobretodoo cuboé�["�' ? face " �/ ��� (
Usando argumentosde simetria: É a maneiramais
simplesdeobtera resposta,pois prescindeda necessi-
dadedacalculara integral dupla. Poŕem,requermaior
maturidadenamat́eria. Observandoa figurado proble-
ma,vemosquecolocando-se8 cubosidênticosaoredor
dacarga � poderemosusara lei deGaussparadetermi-
narqueo fluxo total atravésdos8 cubosédadopor?

total " �� � (

Devido a simetria,percebemosqueo fluxo � sobreca-
daumdos8 cubosésempreo mesmoeque,portanto,o
fluxo � sobreumcubovale�[" ? total/ " �/ � � %
que,emparticular, é o fluxo sobreo cubodo problema
emquest̃ao.Simplese bonito,não?

25.2.3 Um condutor carregadoisolado

E 25-16.

Umaesferacondutorauniformementecarregada,de -2(+*
m dediâmetro,possuiumadensidadesuperficialdecar-
gade /)(r-sN C/m� . (a) Determinea cargasobrea esfera.
(b) Qualéo valordofluxo elétricototalqueest́adeixan-
doa superf́ıciedaesfera?� (a) A cargasobrea esferaseŕa

�t"guvIf"$uw>3j k � "�'L( V3V8PQ-	1 R U C "g'2VL( V$N C (
(b) Deacordocoma lei deGauss,o fluxo édadopor? @ " ���� "$>L(r-�>xPQ-	1 S N m� /C (
P 25-19.

Um condutorisolado,de forma arbitrária, possuiuma
cargatotal de  -01xPy-	1MR_S C. Dentrodo condutorexis-
te umacavidadeoca,no interior da qualhá umacarga
puntiforme�H"  'TPz-	1MR_S C. Qualéacarga: (a) sobre
a parededacavidadee (b) sobrea superf́ıcieexternada
condutor?� (a) O desenhoabaixoilustra a situaç̃ao propostano
problema.

Considereumasuperf́ıciegaussiana{ envolvendoa ca-
vidadedocondutor. A carga � encontra-senointeriorda
cavidadeeseja| � acargainduzidanasuperf́ıcieinterna
dacavidadedo condutor. Lembrequeo campoelétrico
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,
no interior dapartemaciça deum condutoré sempre

iguala zero.Aplicandoa lei deGauss,encontramos:? @ " � ���	B5 #" �  | ���� (
Como

, "}1 , devemoster �K�  |T� ���~� �m"�1 , ou seja,
que |8��" ; �H" ; 'L( 18N C �
(b) Comoa cargatotal do condutoré de -	1�N C, vemos
quea carga | � sobrea superf́ıcie externada condutor
deveráserde|H�X".-	1 ; |T��"=-01 ; � ; ' � "  -0'$N C (
25.2.4 Lei deGauss:simetria cilı́ndrica

E 25-21.

Umalinha infinita decargasproduzumcampode >L(+4OP-	1 
 N/C a umadist̂anciade * m. Calculea densidade
lineardecargasobrea linha.� Usandoa express̃ao parao campodevido a umali-
nhadecargas,

, "$� � ��*~j � � k � , Eq.25-14,encontramos
facilmenteque�w".��*~j � � k � , "g4)( 1L-pN C/m(
P 25-23.� Useumasuperf́ıcieGaussianaI cilı́ndricaderaio k e

comprimentounitário,conĉentricacomo tubomet́alico.
Ent̃ao,porsimetria,�M� ���0B3 #"f*~j k , " � dentro� � (
(a)Para k\�[� , temos� dentro "f� , demodoque, " �*~j k � � (
(b) Para k[��� , a carga dentroé zero,o que implica
termos , "$1
.

Parapodermosfixar a escalaverticaldafigura,precisa-
mosdeterminaro valornuméricodocamponopontode
transiç̃ao, � "�' cm:, " �*~j k � �" *M( 1xP^-01 R_�*~jy�K1L( 13'21 � �K/L( /54�PQ-	1 R �J� �" -2(+*\PQ-	1 
 N/C (

P 25-24.� Useumasuperf́ıcie GaussianaI cilı́ndricaderaio k
e comprimentounitário, conĉentricacom amboscilin-
dros.Ent̃ao,a lei deGaussfornece-nos� � ���0B3 #"f*~j k , " � dentro� � %
deondeobtemos , " � dentro*~j � � k (
(a)Para k8� ` acargadentroézeroe,portanto

, "g1 .
(b) Para ` �ok\�[� acargadentroé ; � , demodoque� , � " �*�j � � k (
P 25-26.

A Fig. 25-32mostraumcontador deGeiger, dispositi-
vo usadoparadetectarradiaç̃aoionizante(radiaç̃aoque
causaa ionizaç̃aode átomos).O contadorconsisteem
um fio central,fino, carregadopositivamente,circunda-
do por um cilindro condutorcircular conĉentrico,com
umacarga igual negativa. Dessemodo,um forte cam-
po elétricoradial é criadono interior do cilindro. O ci-
lindro cont́em um gás inertea baixapress̃ao. Quando
umapart́ıcula de radiaç̃ao entrano dispositivo através
daparededo cilindro, ionizaalgunsátomosdo gás. Os
elétronslivresresultantessãoatraidosparao fio positi-
vo. Entretanto,o campoelétricoé tãointensoque,entre
as colisõescom outrosátomosdo gás, os elétronsli-
vresganhamenergiasuficienteparaionizá-lostamb́em.
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Criam-seassim,maiselétronslivres,processoquesere-
peteat́e oselétronsalcançaremo fio. A “avalanche”de
elétronśecoletadapelofio, gerandoumsinalusadopara
registrara passagemdapart́ıculaderadiaç̃ao. Suponha
queo raiodofio centralsejade *24�N m; o raiodocilindro
sejade -2( > cm; o comprimentodo tubosejade -	V cm.
Seo campoelétriconaparedeinternadocilindro for de*M( ��Pp-01 
 N/C, qual seŕa a carga total positiva sobreo
fio central?� O campoelétrico é radial e apontaparafora do fio
central. Desejamosdescobrirsuamagnitudena região
entreo fio e o cilindro, emfunçãodadist̂ancia k a par-
tir do fio. Paratanto,usamosumasuperf́ıciaGaussiana
coma formadeum cilindro comraio k e comprimento�
, conĉentricacomo fio. O raioémaiordoqueo raiodo

fio e menordo queo raio internoda paredecilı́ndrica.
Apenasa cargasobreo fio est́a localizadadentrodasu-
perf́ıcieGaussiana.Chamemo-lade � .
A área da superf́ıcie arredondadada Gaussiana
cilı́ndricaé *�j k � e o fluxo atravésdelaé ��"}*�j k � , .
Sedesprezarmoso fluxo atravésdasextremidadesdoci-
lindro, ent̃aoo � seŕa o fluxo total e a lei deGaussnos
fornece�H"g*�j ��� k � , . Comoa magnitudedocampona
parededocilindro éconhecida,suponhaqueasuperf́ıcie
Gaussianasejacoincidentecoma parede.Nestecaso,k
é o raiodaparedee��" *~j���/)( /348Py-	1 R �J� � ��1)( 1)-�> � ��1)(r-	V � ��*)( �8P^-01 
 �" ')( VxPQ-	1 R_� C (
P 25-30.

Uma carga est́a uniformementedistribuida através do
volumede um cilindro infinitamentelongo de raio � .
(a) Mostreque

,
a umadist̂anciak do eixo do cilindro

( k8�[� ) édadopor , "�� k* � � %
onde � é a densidadevolumétricadecarga. (b) Escreva
umaexpress̃aopara

,
a umadist̂anciakT��� .� (a) O ćırculo cheio no diagramaabaixo mostra

a secç̃ao reta do cilindro carregado, enquantoque o
ćırculo tracejadocorrespondèa secç̃aoretadeumasu-
perf́ıcieGaussianadeformacilı́ndrica,conĉentricacom
o cilindro de carga, e tendoraio k e comprimento

�
.

Queremosusara lei de Gaussparaencontrarumaex-
press̃aoparaa magnitudedo campoelétricosobrea su-
perf́ıcieGaussiana.

A cargadentrodaGaussianacilı́ndricaé

�H" �&� " � ��j k � � � %
onde � "�j k � � é o volumedocilindro. Se � é positivo,
as linhasde campoelétrico apontamradialmentepara
fora, são normaisà superf́ıcie arredondadado cilindro
e est̃aodistribuidasuniformementesobreela. Nenhum
fluxo atravessaasbasesdaGaussiana.Portanto,o fluxo
total atravésdaGaussianáe �g" , I9".*~j � � , , ondeIg"g`5j k � éaáreadaporç̃aoarredondadadaGaussiana.

A lei deGauss( � ���["�� ) nosforneceent̃ao *~j � � k � , "j k � � � , deondetira-sefacilmenteque, " � k* � � (
(b) nestecasoconsideramosa Gaussianacomo sendo
um cilindro de comprimento

�
e com raio k maior que� . O fluxo énovamente�["$*�j k � , . A cargadentroda

Gaussianáe a carga total numasecç̃aodo cilindro car-
regadocom comprimento

�
. Ou seja, �y"�j � � � � . A

lei deGaussnosforneceent̃ao *~j ��� k � , "�j � � � � , de
modoqueo campodesejadóedadopor

, " � � �* � � k (
Observe que os valoresdadospelasduasexpress̃oes
coincidemparak " � , comoeradeseesperar.

Um gráficodavariaç̃aode
,

emfunçãode k é bastante
semelhanteaomostradonaFig. 25-21,porém,apresen-
tandopara k[��� um decaimentoproporcionala - � k
(emvezde - � k � comonaFig. 25-21).

25.2.5 Lei deGauss:simetria plana

E 25-32.

Umaplacamet́alicaquadradade / cm de ladoe espes-
suradespreźıvel temumacargatotal dede VxPQ-	1)RAS C.
(a) Estimeo módulode

,
docampoelétricolocalizado

imediatamenteforadocentrodaplaca(aumadist̂ancia,
digamos,de 1L( 4 mm), supondoquea cargaestejauni-
formementedistribuidasobreasduasfacesdaplaca.(b)
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Estimeo valor do campoa umadist̂anciade '21 m (re-
lativamentegrande,comparadaao tamanhoda placa),
supondoquea placasejaumacargapuntiforme.� (a) Paracalcularo campoelétriconum pontomuito
pertodo centrodeumaplacacondutorauniformemen-
te carregada,́e razóavel substituirmosa placafinita por
umaplacainfinita contendoamesmadensidadesuperfi-
cial decargae considerara magnitudedo campocomo
sendo

, "9u �~� � , onde u é a densidadedecargadasu-
perf́ıciesobo pontoconsiderado.A cargaest́adistribui-
dauniformementesobreambasfacesdaplacaoriginal,
metadedelaestandopertodo pontoconsiderado.Por-
tantouz" �*�I " VxP^-01MR_S*L�K1)( 12/ � � "$>L( V2�\PQ-	1 R 
 C/m� (
A magnitudedocampoé, " u� � " >L( V2�\PQ-	1MR 
/)( /348P^-01 R �:� "f4M( '21\P^-012� N/C (
(b) Paraumadist̂anciagrandedaplacao campoelétrico
seŕa aproximadamenteo mesmoque o produzidopor
uma part́ıcula puntiformecom carga igual à carga to-
tal sobrea placa. A magnitudede tal campoé

, "� � �K>2j ��� k � � , ondek é a dist̂anciaàplaca.Portanto, " �K�]PQ-	13� � ��V]P^-01MR_S �'31 � "$V31 N/C (
P 25-34.

Na Fig. 25-36, uma pequenabola, não-condutora,de
massa- mg e carga �g"�*^P$-01MRA� C uniformemen-
te distribuida,est́a suspensapor um fio isolantequefaz
umângulo7T"g'21 6 comumachapanão-condutora,ver-
tical, uniformementecarregada. Considerandoo peso
dabolae supondoa chapaextensa,calculea densidade
superficialdecarga u dachapa.� Trêsforçasatuamnapequenabola: (i) umaforçagra-
vitacionaldemagnitude�m� , onde � é a massadabo-
la, atuana vertical,de cima parabaixo, (ii) umaforça
elétrica de magnitude� , atuaperpendicularmenteao
plano, afastando-sedele, e (iii) e a tens̃ao � no fio,
atuandoao longo dele,apontandoparacima, e fazen-
doumângulo7 ( "�'21 6 ) coma vertical.
Como a bola est́a em equiĺıbrio, a força total resul-
tante sobre ela deve ser nula, fornecendo-nosduas
equac¸ões,somadascomponentesverticaisehorizontais
dasforças,respectivamente:� D�F5G 7 ; �w� " 1)% ��¡ vertical�� , ; � sen7 " 1)(¢�£¡ horizontal�

Substituindo-se� " � , � sen7 , tirado da segunda
equac¸ão,naprimeira,obtemos� , "��w� tan 7 .
O campoelétrico por um planograndee uniformede
cargasé dadopor

, "¤u � ��* ���0� , onde u é a densidade
superficialdecarga.Portanto,temos�~u* ��� "$�m� tan 7
deondeseextrai facilmenteque

u " * � ���m� tan 7�" *L�K/)( /34TPQ-	1MR �:� � �J-HP^-01MRAS � �K�L( / � tan '31 6*\PQ-	1 RA� C" 4)( 1\PQ-	1 R_� C/m� (
P 25-35.

Um elétron é projetadodiretamentesobreo centrode
uma grandeplaca met́alica, carregadanegativamente
com uma densidadesuperficial de carga de módulo*¥PZ-01MRAS C/m� . Sabendo-sequeaenergiacinéticainicial
doelétronéde -	121 eV equeelepára(devido arepuls̃ao
eletrost́atica)imediatamenteantesdealcançaraplaca,a
quedist̂anciadaplacaelefoi lançado?� A carganegativa sobrea placamet́alica exerceuma
força de repuls̃ao sobreo elétron, desacelerando-oe
parando-oimediatamenteantesdeletocarnasuperf́ıcie
daplaca.
Primeiramente,vamosdeterminarumaexpress̃ao para
a acelerac¸ão do elétron,usandoent̃aoa cineḿaticapa-
ra determinara dist̂anciade paragem. Consideremos
a direç̃ao inicial do movimento do eĺtron como sen-
do positiva. Nestecasoo campoelétrico é dadopor, "gu �~� � , ondeu é adensidadesuperficialdecargana
placa.A força sobreo elétroné ¦=" ;Z§ , " ;Z§ u �~��� e
aacelerac¸ãoé

`x" ¦� " ; § u� ��� %
onde� é a massadoelétron.
A força é constante,de modo que podemosusar as
fórmulasparaacelerac¸ão constante.Chamandode ¨~�
a velocidadeinicial do elétron, ¨ suavelocidadefinal,
e h a dist̂anciaviajadaentreasposiç̃oesinicial e final,
temosque ¨ � ; ¨ �� "©*�`5h . Substituindo-së�"©1 e`ª" ;Z§ u � � ��� � � nestaexpress̃aoe resolvendo-aparah
encontramosh�" ; ¨ ��*2` " � �	�w¨ ��* § u " � �0«]�§ u %
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onde « �X¬ ��¨ �� � * é aenergiacinéticainicial.
Antesdeaplicara fórmula,é precisoconvertero valor
dadode « � parajoules. Do ap̂endiceF do livro tira-
mos que - eV "-2( V21cP$-	1)R � � J, donde -0121 eV "-2( V21\PQ-	1)R � � J.Portantoh " �K/L( /548P^-01MR �J� � �:-2( V21xPQ-	1)R � � ��:-3( V31xP^-01 R � � � ��*\PQ-	1 R_S �" >L( >xP^-01 R 
 m (
P 25-39® .

Uma chapaplana,de espessuraB , tem umadensidade
volumétricade carga igual a � . Determineo módulo
do campoelétricoemtodosospontosdo espac¸o tanto:
(a) dentrocomo (b) fora da chapa,em termosde h , a
dist̂anciamedidaa partir doplanocentraldachapa.� Suponhaquea cargatotal  | estejauniformemente
distribuidaao longodachapa.Considerandoumaárea
muitogrande(oumelhor, parapontospróximosdocen-
tro dachapa),podemosimaginarqueo campoelétrico
possuaumadireç̃aoortogonalaoplanodasuperf́ıcieex-
ternada placa; a simetriadestachapauniformemente
carregadaindica queo módulo do campovaria com a
dist̂ancia h . No centroda chapa,a simetriado proble-
ma indicaqueo campoelétricodeve sernulo, ou seja,, "�1 , para h="�1 . Na figura da soluç̃ao destepro-
blemamostramosumasuperf́ıciegaussianacilı́ndrica {
cujasbasessãoparalelas̀asfacesdachapa.

Seja I a áreadabasedestasuperf́ıciegaussiana{ . Co-
mo as duasbasesda superf́ıcie gaussianacilı́ndrica {
est̃ao igualmenteafastadasdo plano central h�"�1 e
lembrandoqueo vetorE é ortogonalaovetordA nasu-
perf́ıcielateraldasuperf́ıciegaussianacilı́ndrica { , con-
cluı́mosqueo fluxo totalatravésdasuperf́ıciegaussiana
cilı́ndrica { é dadopor?A@ " � �$��B3 ¯"$* , I
onde

,
é o módulodo campoelétricoa umadist̂anciah do planocentral h$"�1 . A carga � Yr°~± englobadano

interior dasuperf́ıcie gaussianacilı́ndrica { é dadape-
la integral de � B � no volume situadono interior da

superf́ıciegaussianacilı́ndrica { . Comoa densidadede
carga � éconstante,acargatotalnointeriordasuperf́ıcie{ é dadapor � Yr°~± " � ��*�heI � (
Portanto,aplicandoalei deGaussparaasuperf́ıciecon-
siderada,encontramosfacilmentea seguinteresposta:, " � h��� (
(b) Construanovamenteumasuperf́ıciegaussianacilı́n-
dricacontendotodaa chapa,isto é,construanovamente
umasuperf́ıciesemelhantèagaussianacilı́ndrica { indi-
cadanafiguradasoluç̃aodesteproblema,onde,agora,
a áreadabaseI est́a situadaa umadist̂ancia h²"�B � *
doplanocentralh³"f1 . Deacordocoma figura,vemos
facilmenteque,nestecaso,temos:� Yr°~± " � IXBe(
Portanto,aplicandoa lei de Gausspara a superf́ıcie
gaussianacilı́ndrica considerada,encontramosfacil-
mentea seguinteresposta:, "�� B* ��� (
25.2.6 Lei deGauss:simetria esf́erica

P 25-40.
Umaesferacondutorade -	1 cmdaraiopossuiumacar-
ga de valor desconhecido.Sabendo-seque o campo
elétrico à dist̂anciade -�4 cm do centroda esferatem
móduloigual a 'wPl-	1 � N/C e apontaradialmentepara
dentro,qualé cargalı́quidasobrea esfera?� A carga est́a distribuida uniformementesobrea su-
perf́ıcie da esferae o campoelétrico que ela produz
em pontos fora da esferaé como o campo de uma
part́ıcula puntiformecom carga igual à carga total so-
brea esfera.Ouseja,a magnitudedocampoé dadopor, "´� � �K>2j � � k � � , onde � é magnitudedacargasobrea
esferae k é a dist̂anciaa partir do centroda esferaao
pontoondeo campoé medido.Portanto,temos,

�H"$>2j ��� k � , " �K1)(r-04 � � ��'xP^-01 � ��xP^-01 � "gµ&(+4\PQ-	1 R_� C (
Comocampoapontaparadentro,emdireç̃aoà esfera,a
cargasobreaesferáe negativa: ; µ&(+48P^-01MRA� C (
E 25-41.
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� (a) O fluxo continuariaa ser ; µ24�1 N �m� /C, poisele
dependeapenasdacargacontidanaGaussiana.

(b) A cargalı́quidaé��" � ���" ��/)( /348P^-01 R �:� � � ; µ24�1 � " ; V)( V�>xPQ-	1 R �¶� C

E 25-42.� (a)Para k8�[� , temos
, "�1 (vejaEq.25-18).

(b) Para k umpoucomaiorde � , temos, " ->3j � � �k � · ->3j � � �� �" ��/)( �2�xPQ-	12� � ��*)( 1xPQ-	1)R � ���1)(+*24 � �" *)( �xPQ-	1 
 N/C (
(c) Para kQ�¤� temos,aproveitandoo cálculo do item
anterior, , " ->2j � � �k �" ��*)( �\Py-	1 
 �3¸ 1L( *34'L( 1w¹ �" *�131 N/C (
E 25-45.

Num trabalhoescritoem 1911,ErnestRutherforddis-
se: “Para se ter algumaidéia das forças necesśarias
para desviar uma part́ıcula º através de um grande
ângulo,considereum átomocontendoumacargapun-
tiforme positive d § no seu centrooe circundadapor
umadistribuição de eletricidadenegativa ; d § , unifor-
mementedistribuı́dadentrodeumaesferaderaio � . O
campoelétrico

, (�(�( a umadist̂ancia k do centropara
umpontodentro do átmoé, " d §>3j � � ¸ -k � ; k� � ¹ ( » »
Verifiqueestaexpress̃ao.� Usamosprimeiramentea lei deGaussparaencontrar
uma express̃ao paraa magnitudedo campoelétrico a
umadist̂ancia k do centrodo átomo. O campoaponta
radialmenteparafora e é uniformesobrequalqueres-
feraconĉentricacomo átomo. Escolhaumasuperf́ıcie
Gaussianaesf́ericade raio k com seucentrono centro
do átomo.

Chamando-sede
,

a magnitudedo campo,ent̃aoo flu-
xo total atravésda Gaussianáe �E"¼>2j k � , . A car-
gacontidanaGaussianáe a somadacargapositiva no
centrocome partedacarganegativaqueest́a dentroda
Gaussiana.Umavezquea carganegativa é supostaes-
tar uniformementedistribuida numaesferade raio � ,
podemoscomputara carganegativa dentrodaGaussia-
na usandoa raz̃ao dosvolumesdasduasesferas,uma
deraio k e a outraderaio � : a carganegativadentroda
Gaussiananadamaisédoque ; d § k � � � � . Comistotu-
do,acargatotaldentrodaGaussianáe d §½; d § k � � � � .
A lei deGaussnosforneceent̃ao,semproblemas,que

>2j � � k � , "¾d § ¸ - ; k �� � ¹ %
deondetiramosfacilmenteque,realmente,, " d §>2j � � ¸ -k � ; k� � ¹ (
P 25-47.

Uma cascaesf́ericamet́alica, fina e descarregada,tem
umacargapuntiforme � no centro. Deduzaexpress̃oes
parao campoelétrico: (a) nointeriordacascae (b) fora
dacasca,usandoa lei deGauss.(c) A cascatemalgum
efeito sobreo campocriadopor � ? (d) A presenc¸a da
carga � tem algumainfluênciasobrea distribuição de
cargassobrea casca?(e) Seumasegundacargapunti-
formefor colocadado ladodeforadacasca,elasofreŕa
aaç̃aodealgumaforça?(f) A cargainternasofreaaç̃ao
dealgumaforça? (g) Existealgumacontradiç̃aocoma
terceiralei deNewton?Justifiquesuaresposta.
NOTA: naquartaediç̃aobrasileirado livro esqueceram
demencionarqueacascaesf́ericaé METÁLICA!!� Antesderesponderaositens,determinamosumaex-
press̃ao parao campoelétrico, em função da dist̂ancia
radial k a partir da carga � . Para tanto,consideremos
umasuperf́ıcieGaussianaesf́ericaderaio k centradana
carga � . A simetriadoproblemanosmostraquea mag-
nitude

,
é a mesmasobretodasuperf́ıcie,demodoque� ���0B3 #"$>2j k � , " ���� %

fornecendo-nos , � k � " ->2j � � �k � %
onde � representaa cargadentrodasuperf́ıcieGaussia-
na. Se � for positiva,o campoelétricoapontaparafora
daGaussiana.
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(a)Dentrodacascacontendoa carga � temos, � k � " ->3j ��� �k � (
(b) Comofora da cascaa carga lı́quidaé � , o valor do
campoelétricoé o mesmodo itemanterior.
(c) Não,poisnãoinflui nadeduç̃aode

, � k � , acima.
(d) Sim: comoa cascafina é met́alica,nasuasuperf́ıcie
internairáaparecerumacarga ; � INDUZIDA. Comoa
cargatotaldacascaesf́ericaézero,suasuperf́ıcieexter-
nadeverá conterumacarga  � induzida,demodoque
a somadeambascargasinduzidassejazero.
(e)Claroqueexperimentaŕaforçaspoisestaŕaimersano
campo

, � k � devido á cargacentral.
(f) Não,poiso metaldacascablindacamposexternos.
(g) Não.

P 25-48.

A Fig. 25-38 mostrauma esfera,de raio ` e carga � uniformementedistribuı́da através de seuvolume,
conĉentricacom umacascaesf́ericacondutorade raio
interno � eraioexterno¿ . A cascatemumacargalı́quida
de ; � . Determineexpress̃oesparao campoelétricoem
função do raio k nasseguinteslocalizaç̃oes: (a) den-
tro da esfera( k�� ` ); (b) entre a esferae a casca
( ` �Àkg�©� ); (c) no interior da casca( �p�Àkg� ¿ );
(d) fora dacasca( k]� ¿ ). (e) Quaissãoascargassobre
assuperf́ıciesinternae externadacasca?� Para começar, em todospontosondeexiste campo
elétrico,eleapontaradialmenteparafora. Emcadapar-
tedoproblema,escolheremosumasuperf́ıcieGaussiana
esf́ericae conĉentricacom a esferade carga  � e que
passepelo pontoondedesejamosdeterminaro campo
elétrico. Como o campoé uniformesobretoda a su-
perf́ıcie das Gaussianas,temossempreque, qualquer
quesejao raio k daGaussianaemquest̃ao,� ����B5 Á"�>2j � � k � , (
(a) Aqui temos k=� ` e a carga dentroda superf́ıcie
Gaussianáe �M� k � ` � � . A lei deGaussfornece-nos>3j k � , " ¸ �� �L¹ ¸ k`!¹ � %
dondetiramosque , " � k>2j � � ` � (
(b) Agora temos ` �©kf�Â� , com a carga dentroda
Gaussianasendo � . Portanto,a lei deGaussaquinos

diz que >3j k � , " �� � %
demodoque , " �>2j � � k � (
(c) Comoa cascáe condutora, é muito fácil saber-seo
campoelétricodentrodela:, "$1L(
(d) Foradacasca,i.e.parakT� ¿ , acargatotal dentroda
superf́ıcieGaussianáe zeroe, conseq̈uentemente,neste
casoa lei deGaussnosdiz que, "$1L(
(e) Tomemosumasuperf́ıcieGaussianalocalizadaden-
tro dacascacondutora.Comoo campoelétrico é zero
sobretodasuprf́ıcie,temosque�[" � �$��B5 Á"$1
e, deacordocoma lei deGauss,a cargalı́quidadentro
dasuperf́ıcie é zero. Em outraspalavras,chamandode| Y a cargasobrea superf́ıcie internadacasca,a lei de
Gaussnosdiz quedevemoster �  | Y "$1 , ouseja,| Y " ; �&(
Chamandoagorade |�Ã acarganasuperf́ıcieexternada
cascae sabendoquea cascatem umacarga lı́quidade; � (dadodo problema),vemosqueé necesśario ter-se
que | Y  | Ã " ; � , o queimplica termos|�Ã�" ; � ; | Y " ; � ; � ; � � "�1L(
P 25-51.

Um prótondescreve um movimentocircularcomvelo-
cidadëz"9'mPl-	1 U m/saoredore imediatamentefora
deumaesferacarregada,de raio k "À- cm. Calculeo
valordacargasobrea esfera.� O prótonest́a emmovimentocircularuniformeman-
tido pelaforça elétricadacarganaesfera,quefunciona
como força centŕıpeta. De acordocom a segundalei
deNewtonparaummovimentocircularuniforme,sabe-
mosque ¦!ÄÅ"g�w¨ � � k , onde¦ÆÄ é a magnitudedaforça,¨ é a velocidadedo próton e k é o raio da suaórbita,
essencialmenteo mesmoqueo raiodaesfera.
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A magnitudeda força elétricasobreo próton é ¦ Ã "§ � � �K>2j ��� k � � , onde � é a magnitudedacargasobrea es-
fera.Portanto,quando¦ Ã "g¦!Ä , temos->2j ��� � §k � " �w¨ �k %
demodoquea cargaprocuradaseŕadadapor

��" >3j ��� ��¨ � k§" �J-2( V5µTPQ-	1MR � � kg� �K']PQ-	1 U m/s� � �K1L( 1L- m��K�xPQ-	1 � N m� /C� � �J-2( V21\PQ-	1 R � � C�" -3( 12> nC(
P 25-53

Na Fig. 25-41,umacascaesf́ericanão-condutora,com
raio interno ` e raio externo � , tem umadensidadevo-
lumétricadecargadadapor � "}I � k , onde I é cons-
tantee k é a dist̂anciaaocentrodacasca.Al émdisso,
umacargapuntiforme� est́a localizadano centro.Qual
deve sero valor de I paraqueo campoelétriconacas-
ca( `cÇ k Ç � ) tenhamóduloconstante?(Sugest̃ao: I
dependede ` masnãode � .)� O problemapedeparadeterminarumaexpress̃aopa-
ra o campoelétrico dentroda cascaem termosde I e
da dist̂anciaao centroda cascae, a seguir, determinar
o valor de I de modoque tal camponão dependada
dist̂ancia.
Paracomeçar, vamosescolherumaGaussianaesf́erica
deraio k	È , conĉentricacomacascaesf́ericae localizada
dentroda casca,i.e. com ` �Ák È ��� . Usandoa lei
de Gausspodemosdeterminara magnitudedo campo
elétricoa umadist̂anciak È a partirdocentro.
A cargacontidasomentesobrea cascadentrodaGaus-
sianaéobtidaatravésdaintegral �	Äs"gÉ � B � calculada
sobrea porç̃ao da cascacarregadaque est́a dentroda
Gaussiana.
Comoa distribuiçãodecargatemsimetriaesf́erica,po-
demosescolherB � comosendoo volumedeumacasca
esf́ericade raio k e largurainfinitesimal B k , o quedos
forneceB � "�>3j k � B k . Portanto,temos�	ÄÊ" >2jTCpËJÌn � k � B k" >2jTC ËJÌn

I k k � B k
" >2jÍI^CpËJÌn k B k
" *~jÍI8� k �È ; ` � � (

Assim,a cargatotal dentrodasuperf́ıcieGaussianáe�  � Ä "$�  *�jÍIT� k �È ; ` � � (
O campoelétricoé radial,demodoqueo fluxo através
dasuperf́ıcieGaussianáe �o"$>2j k �È , , onde

,
éamag-

nitudedo campo.Aplicandoagoraa lei deGaussobte-
mos >3j ��� , k �È "g�  *~jÍI8� k �È ; ` � � %
deondetiramos, " ->3j ���ÏÎ �k �È  *~jÍI ; *~jÍIX` �k �È Ð (
Paraqueo camposejaindependentede k È devemoses-
colher I de modoa que o primeiro e o último termo
entrecolchetesse cancelem. Isto ocorrese tivermos� ; *~jÍIX` � "g1 , ouseja,paraIg" �*�jÍ` �
quandoent̃aoteremosparaamagnitudedocampo, " I* � � " �>3j � �	` � (
P 25-55® .

Mostrequeo equiĺıbrioest́avel é imposśıvelseasúnicas
forças atuantesforem forças eletrost́aticas. Sugest̃ao:
Suponhaqueumacarga  � fiqueemequiĺıbrio est́avel
aosercolocadanumcertoponto

�
numcampoelétrico� . Desenheumasuperf́ıcieGaussianaesf́ericaemtorno

de
�

, imaginecomo � deve estarapontandosobreesta
superf́ıcie, e apliquea lei deGaussparamostrarquea
suposic¸ão[deequiĺıbrioest́avel] levaaumacontradiç̃ao.
Esseresultadoé conhecidopelo nomede Teoremade
Earnshaw.� Suponhaquenãoexistacarganavizinhaçamaisime-
diatade � masque a carga � estejaem equiĺıbrio de-
vido à resultantede forças provenientesde cargasem
outrasposiç̃oes.O campoelétriconaposiç̃ao

�
de � é

zeromas � irá sentirumaforça elétricacasoela venha
a afastar-sedo ponto

�
. O queprecisamosmostraré

queé imposśıvel construir-seem torno de
�

um cam-
poelétricoresultanteque,emtodasdireç̃oesdoespac¸o,
consiga“empurrar” � de volta parao ponto

�
quando

eladestepontoafastar-se.
Suponhaque � estejaem

�
e envolva-acom umasu-

perf́ıcieGaussianaesf́ericaextremamentepequena,cen-
tradaem

�
. Desloqueent̃ao � de

�
paraalgumponto
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sobrea esferaGaussiana.Se uma força elétrica con-
seguir empurrar � de volta, deverá existir um campo
elétrico apontandopara dentroda superf́ıcie. Se um
campoelétricoempurrar� emdireç̃aoa

�
, não impor-

tandoondeisto ocorrasobrea superf́ıcie, ent̃aodeverá
existir umcampoelétricoqueaponteparadentroemto-
dospontosdasuperf́ıcie. O fluxo lı́quidoatravésdasu-
perf́ıcie não seŕa zeroe, de acordocom alei de Gauss,
deveexistir cargadentrodasuperf́ıcieGaussiana,o que

é uma contradiç̃ao. Concluimos,pois, que o campo
atuandonumacarganãopodeempurra-ladevolta a

�
paratodosdeslocamentosposśıveis e que, portanto,a
carganãopodeestaremequiĺıbrio est́avel.
Seexistiremlocaissobrea superf́ıcieGaussianaondeo
campoelétricoaponteparadentroe empurre� devolta
parasuaposiç̃aooriginal, ent̃aodeverãoexistir sobrea
superf́ıcieoutrospontosondeo campoaponteparafora
eempurre� paraforadasuaposiç̃aooriginal.
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