12 Integral Indefinida

Em muitos problemas, a derivada de uma fun¢do € conhecida e o objetivo € encontrar a
prépria fungdo. Por exemplo, se a taxa de crescimento de uma determinada populag@o € conhecida,
pode-se desejar saber qual o tamanho da populagdo em algum instante futuro; conhecendo a
velocidade de um corpo em movimento, pode-se querer calcular a sua posicdo em um momento
qualquer; conhecendo o indice de inflagcdo, deseja-se estimar os precos, € assim por diante.

O processo de obter uma fungdo a partir de sua derivada é chamado de antiderivacao ou

integracao indefinida.

Primitiva ou Antiderivada: Uma funcio F para a qual F ’(x) = f(x) para qualquer x no dominio de f

¢ chamada de primitiva ou antiderivada de f.

Exemplos:

3
X

1) F(x)= ?+5x+ 2 éuma primitivade f(x)=x"+5,pois F’(x)= K+ 5.
2) F(x)=In(x)+cos(x)—7, x > 0, é uma primitiva de f(x)= 1_ sen (x), pois
X
, 1
F'(x)=—-sen (x).
X

Observacio: A primitiva ndo é tinica. De fato, a funcdo f(x)=x"+5, por exemplo, poderia ter

3 3 3
F(x):%+5x+5, F(x):%+5x—1 ou F(x):x?+5x+C , onde C € uma constante qualquer,

como primitiva. O mesmo se aplica para a funcdo do exemplo 2). Portanto, temos a seguinte

propriedade para primitivas:

Propriedade: Se F € uma primitiva de uma fungdo continua f, entdo qualquer outra primitiva de f

tem a forma G(x) = F(x) + C, onde C é uma constante.

Integral Indefinida: Se f ¢ uma funcdo continua, entdo a sua integral indefinida é dada por

jf(x) dx=F(x)+C,
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onde F € uma primitiva de f, C é uma constante, chamada constante de integrac¢do, o simbolo .[ é

chamado sinal de integracdo, f(x) € o integrando e dx é a diferencial de x, neste contexto, um

simbolo indicando que a primitiva deve ser calculada em relagdo a varidvel x.

Dica: Para verificar se uma primitiva foi calculada corretamente, determine a derivada da solucdo
F(x) + C. Se essa derivada for igual a f(x), entdo a primitiva estd correta; se for diferente, existe

algum erro nos calculos.

A ligacdo que existe entre derivadas e primitivas permite usar regras ja conhecidas de
derivacdo para obter regras correspondentes para a integracdo. Assim temos o que chamamos de

integrais imediatas, as quais s@o apresentadas na tabela abaixo:

Ik dx=kx+C, kconstante Isen(x)dx =—cos(x)+C
X Isecz (x)dx=tg(x)+C
Ix"dx: +C,Vn=#-1 §
n+l
Ildx:ln|x|+C,Vx¢0 jcossecz(x)dx:—cotg(x)+C
X
Iexdx =e"+C J.sec(x) tg(x)dx=sec(x)+C
jcos(x) dx =sen(x)+C jcos sec(x) cot g(x)dx = —cossec(x)+ C

Regras algébricas para Integraciao Indefinida:

1) J.k f(x)dx = k_[ f(x)dx, k uma constante qualquer.

2) [lren*glds=[ fxdvt [g(0dx

Observacao: Nao existe regra para a integral do produto e do quociente de duas funcdes.
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Exemplos: Calcule as integrais indefinidas abaixo:

6) Estima-se que daqui a  meses a populagdo de certa cidade esteja aumentando a taxa de 4+5¢

S ) s 1 x> 4x° 1 x°
1) [ ——=+8x" + 5 —x—d)dr =~ ~12x + - —— =" 4x+C
X 33 2

Jx x

3 3
2) J{ﬂjdx:j(xz +2—Zjdx:%+2x—7ln|x|+c

X X

X X X 5/2
3) J.(%+x\/;jdx:‘[(%+x3’2]dx:%+ 2x5 +C

4) I I dx:.[cossecz(x)dx:—cotg(x)+C

sen’ (x)

5) [(cos(r) —sec(t)tg(t))dt = sen(r) —sec(t) + C

2/3

habitantes por més. Se a populacdo atual € 10.000 habitantes, qual serd a populacdo daqui a 8
meses?
Solugdo: Seja p(t) a populagdo da cidade no tempo ¢ (medido em meses). A taxa de variacdo de

uma funcdo é dada pela sua derivada. Assim, temos p’() = 4 + 5”7 e, portanto,
p(t) = J.(4 +5t7)dt =4t+3°° +C. Como p(0) = 10.000, substituindo na equacio,
encontramos C = 10.000. Logo, a fun¢do que representa a populagdo num instante ¢ qualquer é

dada por p(t) =4t +3t°"° +10.000 e, consegiientemente, daqui a 8 meses a populacio serd de

p(8) =4 x 8+ 3 x32+10.000 = 10.128 habitantes.

7) Um corpo estd se movendo de tal forma que sua velocidade ap6s ¢ minutos é v(r) = 1 + 4¢ + 3¢
m/min. Que distancia o corpo percorre no terceiro minuto?

Solugao: Seja s(t) a posi¢ao do corpo no tempo z. Como a velocidade € dada pela derivada da
funcdo posicdo, segue que s’(f) = v(f), ou seja, s(t):J.v(t)dt ou s(f) = t+2°+’+C. A

distancia que o corpo percorre no terceiro minuto € dada por
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s3)-s(2)=3+18+27+C-2-8-8-C = 30.

Portanto, o corpo percorre 30 metros no terceiro minuto.

8) Um estudo ambiental realizado em certa cidade revela que daqui a ¢ anos o indice de monéxido
de carbono no ar estard aumentando & razdo de 0,17 + 0,1 partes por milhdo por ano. Se o indice
atual de monéxido de carbono no ar € de 3,4 partes por milhdo, qual serd o indice daqui a 3 anos?
Solugdo: Seja i(t) o indice de mondxido de carbono no ar no tempo ¢. Entdo, i’(r) = 0,17 + 0,1, ou
i()=0,1 212 + 0,1¢ + C. Como i(0) = 3,4, segue que C = 3,4, ou seja, o indice de monoéxido de
carbono no ar em um tempo ¢ qualquer é dado por i(r) = 0,1 /2 + 0,17 + 3,4. Em particular,

quando ¢ = 3, tem-se um indice de i(3) = 4,15 partes por milhao.

9) Um botanico descobre que certo tipo de arvore cresce de tal forma que sua altura h(r), apds ¢ anos,
esta variando a uma taxa de 0,O6t2/3 + 0,3t1/2 metros/ano. Se a arvore tinha 60 cm de altura
quando foi plantada, que altura terd apds 27 anos?

Solugao: Temos h(t) = 0,06t2/ S 0,3t”2 e, portanto, a altura da drvore apds ¢ anos serd dada por

_3x006r"  2x03"
5 3

Como h(0) = 0,6, segue que C = 0,6 e, substituindo na expressdo de /4, temos

+C.

h(t) = j (0,062 +0,3t"%) dt

3% 0,06t N 2x0,3t%"*
5

28,059 + 0,6 = 37,41 metros.

h(t) =

+0,6. Assim, apés 27 anos a arvore medird h(27) = 8,748 +

Mudanca de varidvel: Se f é uma funcdo que se apresenta na forma f(x) = g(u(x))u'(x), ou seja,
se na expressao de f aparecer uma funcdo e sua derivada, entdo a sua integral em relacdo a x pode ser

calculada do seguinte modo: Jf(x) dx = jg(u(x))u'(x) dx :I g(w)du ,onde du =u'(x)dx.

Este método de integracdo é chamado de mudanga de varidvel, no qual mudamos a varidvel

x para u, calculamos a integral em relagdo a u e depois retornamos a resposta para Xx.

113



Exemplos:

1) Calcule as integrais abaixo:

2x
a dx
) '[x2+1

Seja u(x)=x*+1 = du=2xdx. Substituindo no integrando, temos:

j 22x dxzjﬂ=ln|u|+C:1n(x2+1)+C,jéquex2+1>0parat0dox.
x“+1 u

b) jde

X

Seja u(x)=Ilnx = du= la?x. Substituindo no integrando, temos:
X

3

2 3
J-_(lnx) dx:.[uzdu:M—+C: In *iC.
x 3 3

0 J' e'dt
cos’(e' —2)

Seja u(t) =e' —2 = du =e' dt . Substituindo no integrando, temos:

e'dt du )
= = du=t +C=1g(")+C.
Icosz(e’ -2) J.coszu '[SGC udu =1g (u) 8()

d) Ix“ cos(x’)dx
Seja u(x)=x" = du=5x"dx = x* dx = % Substituindo no integrando, temos:

cosudu =ljcosudu :lsenu+C :lsen(x5)+C
55 5 .

J.x4 cos(x’)dx = I
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EXERCICIOS

1) Encontre a integral das funcdes abaixo e verifique se os cdlculos estdo corretos, derivando o

resultado:

a) f(x)=+x+3/x b) f(1)=5t"4 —713*

o) flu)=""=" 3;2” d) gl =222 +xtl

&) f() =3y -+~ B h) =2¢" + S 1n2

y y u

o) f(x) =3sec’ (x) h) v(r) = S0
sen(t)

i) fx)=1g(x) D) f(x)=2xe""

K fO =t +1) D f=r2—s
(v* +5)

m = SR n) f(x)= 20D

Jx
0) f(x)=x"sen(3x’) p) f(t)= 3tVt* +8

2) Seja fix) o nimero total de itens que uma pessoa consegue memorizar, x minutos apos ser
apresentado a uma longa lista de itens. Os psicélogos chamam a fun¢do y = f(x) de curva de
aprendizado e a funcdo y’(x) = f “(x) de taxa de aprendizado. O instante de maxima eficiéncia é
aquele para o qual a taxa de aprendizado é mdxima. Suponha que a taxa de aprendizado seja dada
pelaexpressio  f'(x)=0,110+12x—0,6x>), 0<x<25.

a) Qual € a taxa de aprendizado no instante de maxima eficiéncia?
b) Qual € a fun¢ao fix) ?

¢) Qual € o maior nimero de itens que uma pessoa consegue memorizar?

3) Um corpo estd se movendo de tal forma que sua velocidade apds ¢ minutos é v(f) = 3 + 2¢ + 61

m/min. Que distincia o corpo percorre no segundo minuto?
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4) Depois que os freios sdo aplicados, um carro perde velocidade a taxa constante de 6 metros por
segundo por segundo. Se o carro estd a 65 km/h (18 m/s) quando o motorista pisa no freio, que

distancia o carro percorre até parar?

5) De acordo com uma das leis de Poiseuille para o fluxo de sangue em uma artéria, se v(r) € a
velocidade do sangue a r cm do eixo central da artéria, a taxa de variagdo da velocidade com r é
dada por v’(r) = - ar, onde a é uma constante positiva. Escreva uma expressao para v(r) supondo

que v(R) = 0, onde R € o raio da artéria.

6) O valor de revenda de uma certa maquina diminui a uma taxa que varia com o tempo. Quando a
L . . L , -t/5 . .
méquina tem ¢ anos de idade, a taxa com que o valor estd mudando ¢ -960 e  reais por dia. Se a

maquina foi comprada nova por R$ 5.000,00, quanto valera 10 anos depois?

7) Em um certo suburbio de Los Angeles, a concentragdo de ozonio no ar, L(¢), é de 0,25 partes por
milhdo (ppm) as 7h. De acordo com o servico de meteorologia, a concentragdo de ozonio ¢ horas
0,24 -0,03¢

V36 +16t —1*

a) Expresse a concentragdo de o0zonio em funcdo de . Em que instante a concentracdo de

mais tarde estard variando a razdo de L'(¢) = ppm/h.

0zOnio é maxima? Qual é a maxima concentragao?
b) Faca o gréfico de L(7) e, baseado nele, responda as perguntas do item a). Determine em que

instante a concentracdo de ozo6nio € a mesma que as 11h.

8) Uma empresa montou uma linha de producdo para fabricar um novo modelo de telefone

celular. Os aparelhos sdo produzidos a razdo de C;—P = 1.500( ! 5) unidades/més.
t

Determine quantos telefones sdo produzidos durante o terceiro més.
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