ATIVIDADES COM A UTILIZAÇÃO DO WORD, WINPLOT E EXCEL

I. Introdução aos Sistemas Lineares

Considere os três problemas dados a seguir:

I.1) sistema com duas equações a duas incógnitas.

O Dobro de um número somado com  outro resulta 50, enquanto que, a diferença entre aquele que dobrou e o outro considerado resulta –20. que número são estes?

I.2) sistema com 03 equações a 03 incógnitas -  O problema da dieta
Uma pessoa em dieta necessita digerir diariamente as seguintes quantidades de vitaminas:


1200 mg de vitamina A



600 mg de vitamina B


400 mg de vitamina C

Ela deve suprir suas necessidades a partir do consumo de três alimentos diferentes que contém respectivamente em miligramas:

	
	Vitamina A
	Vitamina B
	Vitamina C

	Alimento 1
	50
	30
	20

	Alimento 2
	100
	40
	10

	Alimento 3
	40
	20
	30


Qual a quantidade de alimentos, em mg, a ser ingerida pela pessoa de tal forma a atender a sua necessidade diária de vitaminas?

I.3) sistema bidiagonal com 06 equações e 06 incógnitas.

Determine o valor de 06 números que satisfazem as seguintes condições: 

2ixi + 2i+1xi+1 = 2i;    para i = 1,2,3,4,5  e,

2ixi = 2i;  para i = 6

ATIVIDADE 1:  

i) Determine os modelos matemáticos que regem os três problemas postos a), b) e c)

ii) Utilize o Editor “Equation” do Word para expressar os 03 sistemas determinados em I.1), I.2) e I.3), nas formas geral e matricial.
1. Sistemas Lineares - Definição

1.1- Definição: Sistema m(n – Forma geral.
       É definido a partir de m equações lineares a n incógnitas dispostas da seguinte forma:

S:
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1.2-  Definição: Sistema m(n - Forma matricial: 

Ax = b, A
[image: image2.wmf]Î

ℝmxn  , x
[image: image3.wmf]Î

ℝn  , b
[image: image4.wmf]Î

ℝm  
Onde:

A=
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 : Matriz dos coeficientes.

X =
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: Vetor das incógnitas.          b =
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: Vetor dos termos independentes.

1.3-  Definição: Sistema m(n - Forma indicial:

A=
[image: image8.wmf](
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 b =
[image: image9.wmf](

)
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b

,    i = 1,...,m.              i: índice de linha.

x =(
[image: image10.wmf]j

x

).    j = 1,...,n.               j: índice de coluna.

       Quando i(j, ou seja, m(n, então, o sistema é retangular:

                                                                                  .


m

m                     (m>n)                     m                            m    (m < n)

      n                                                    n

       O sistema tem forma “quadrada” quando i = j, ou seja, m = n. Os métodos de resolução de sistema, os quais serão estudados, serão desenvolvidos para sistemas com mesmo número de linhas e colunas (m = n) – sistema “quadrado” .

2. Soluções de Sistemas Lineares:

        O vetor x*
[image: image11.wmf]Î

ℝn, x* =
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 é uma solução do sistema Ax=b, se e somente se, x* satisfaz todas as equações lineares que compõem o sistema, ou seja, x* satisfaz simultaneamente as equações do sistema Ax=b.

         Se considerarmos a transformação linear T, tal que T(x) = Ax, então, dizemos que o sistema Ax=b tem solução, se e somente se:

i) Quando b
[image: image13.wmf]Î

Im(T): Este caso pode ocorrer de duas formas: de forma única, quando o sistema tem solução única, ou de forma indeterminada quando o sistema tem infinitas soluções. 

ii) Quando b(Im(T), então, o sistema Ax=b não tem solução em ℝn .

 A solução analisada a partir do determinante de A:

       2.1- Definição: Dizemos que a matriz A (A
[image: image14.wmf]Î

ℝnxn) é não singular se detA(0. 

  Se detA=0, então, a matriz A é dita singular.

       Se a matriz A é não singular, então, A é inversível, pois detA(0. Para , A
[image: image15.wmf]Î

ℝnxn, denominando de A-1
[image: image16.wmf]Î

ℝnxn a sua inversa, então podemos caracterizar a solução do sistema da seguinte maneira:

Ax=b (  A-1Ax = A-1b ( Inx = A-1b ( x = A-1b. (In : matriz identidade de ordem n)

       A solução procurada do sistema é :  x*
[image: image17.wmf]Î

ℝn / x* = A-1b.

Desde que, A-1 é obtida de A de maneira biunívoca (de forma única), então, se A não é singular, a única solução procurada do sistema é:   x* = A-1b.

Observação: Apesar desta solução ser simples, não é usual calcularmos a solução do sistema Ax=b explorando-se a matriz inversa de A, pois, na prática ou computacionalmente é inviável determinar A-1 devido ao número de operações aritméticas envolvidas quando n é uma dimensão grande.

Se a matriz A for singular, então o detA=0 e não é possível calcular a inversa dessa matriz.

       Nesse caso existem duas possibilidades: 

i) b(Im(T), ou seja, o sistema não tem solução em ℝn ( sistema incompatível ou inconsistente.

ii) b
[image: image18.wmf]Î

Im(T) mas não pode ser representado de forma única, ou seja, o sistema tem infinitas soluções ( sistema compatível indeterminado.

3. Análise geométrica de soluções de sistemas em ℝ2 e ℝ3 .

3.1- Em ℝ2   :

3.1.1- sistema com única solução: considere o seguinte sistema:

S1:
[image: image19.wmf]î
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Logo, S tem solução única.

ATIVIDADE 2:

A2.1 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema S1. Insira o gráfico obtido no texto.

Gráfico de S1
Conclusão: x*
[image: image21.wmf]Î

ℝ2 tal que x*=
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. Neste caso, as equações de retas x
[image: image24.wmf]1

+x
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=2 e  x
[image: image26.wmf]1

-x
[image: image27.wmf]2

=0 são concorrentes em ℝ2  e por isso o sistema tem solução única.

3.1.2) sistema compatível indeterminado: 

Considere o seguinte sistema:

             S2:
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, det(A) = 2-2 = 0.

ATIVIDADE 3:

A3.1 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema S2. Insira o gráfico obtido no texto.

Gráfico de S2
Neste caso S é compatível indeterminado ou incompatível, pois, geometricamente conclui-se que:

Em  ℝ2, se as retas forem paralelas coincidentes, então o sistema possui infinitas soluções e então, é compatível indeterminado.

A resolução deste sistema nos garante este fato:

     S2:
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[image: image33.wmf]         Fazendo-se x
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ℝ, então x
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[image: image39.wmf]
Portanto S2 tem infinitas soluções, tais que, o seu conjunto solução é: S=
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[image: image41.wmf]
3.1.3) sistema incompatível ou inconsistente: 

Considere o seguinte sistema:   

S3:
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, det(A) = 0, então A  é singular.

ATIVIDADE 4:

A4.1 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema S3. Insira o gráfico obtido no texto.

Gráfico de S3
Neste caso S é compatível indeterminado ou incompatível, pois, geometricamente conclui-se que: em ℝ2 , o sistema não tem solução quando as equações de retas que o definem são paralelas não coincidentes, o que é visto na interpretação geométrica feita.

A resolução deste sistema nos garante este fato:

S:
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A segunda equação é falsa em ℝ2). Logo, ∄ solução em ℝ2.

Portanto, ∄ 
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, então, o sistema não tem solução em ℝ2 , ou seja, é incompatível ou inconsistente.

3.2- Em ℝ3   

Para A
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consideremos o seguinte sistema:

S:
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Suas equações podem ser expressas por:

Π
[image: image49.wmf]1

: 
[image: image50.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

Þ

+

+

13

12

11

1

3

13

2

12

1

11

a

a

a

n

x

a

x

a

x

a

: vetor normal ao plano Π
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]÷
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: vetor normal ao plano Π
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3.2.1)  Sistema Compatível Determinado:

       Se 
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 forem L.I. em ℝ
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, então, A=(
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T), é uma matriz não singular pois, detA ( 0. Neste caso, o sistema S tem solução única.


Para este caso considere o seguinte exemplo:

S4:
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ATIVIDADE 5:

A5.1 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema S4. Insira o gráfico obtido no texto.

Gráfico de S4
A5.2 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema I2). 
Para este sistema, geometricamente em ℝ
[image: image70.wmf]3

 observa-se que, os três planos  Π
[image: image71.wmf]1

: z-x-y-1=0, Π
[image: image72.wmf]2

: z-x+y-1=0 e Π
[image: image73.wmf]3

 : z+x-y-1=0 são concorrentes entre si, o que caracteriza a sua solução única.

3.2.2- Sistema Compatível Indeterminado

           Para que o sistema seja compatível indeterminado, a matriz A
[image: image74.wmf]3
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 deve ser singular, ou seja, detA=0. Para isto basta que dois vetores normais aos planos sejam L.D.. São três situações:
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Condição forte: detA=0 se 
[image: image84.wmf]1
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 são L.D’s.  (*4)


Para o caso (*1) tem-se o seguinte exemplo:

S5:
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ATIVIDADE 6:

A6.1 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema S5. Insira o gráfico obtido no texto.

Gráfico de S5

[image: image88.png]




Neste caso, Π
[image: image89.wmf]1

: z-x-y-1=0 , Π
[image: image90.wmf]2

: z-x-y-1=0 e Π
[image: image91.wmf]3

 : z-x+y-1=0 .


Observa-se que, os planos Π
[image: image92.wmf]1

 e Π
[image: image93.wmf]2

 são paralelos coincidentes. 


Para o caso (*4) (caso mais forte) tem-se o seguinte exemplo:

S6:
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ATIVIDADE 7:

A7.1 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema S6. Insira o gráfico obtido no texto.

Gráfico de S6

[image: image95.png]®Hy+L
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Neste caso, os planos Π
[image: image96.wmf]1

: z-x-y-1=0 , Π
[image: image97.wmf]2

: z-x-y-1=0 e Π
[image: image98.wmf]3

: z-x-y-1=0 são paralelos e coincidentes.

3.2.3) Sistema Incompatível:


Para sistemas incompatíveis, a matriz A deve ser singular (det(A) = 0), mas os planos paralelos devem ser não coincidentes. As condições de paralelismo são as mesmas encontradas em  (*1),(*2),(*3) e (*4).


Por exemplo, considerando-se os planos Π
[image: image99.wmf]1

: z-2=0 e Π
[image: image100.wmf]2

: z-5=0,  Π
[image: image101.wmf]3

: z-2x-2y =0; geometricamente tem-se:


[image: image102.png]2x42y






Neste caso, os planos  Π
[image: image103.wmf]1

: z-2=0 e Π
[image: image104.wmf]2

: z-5=0, são paralelos não coincidentes, o que é equivalente ao caso (*1).


Caso mais forte: Os planos Π
[image: image105.wmf]1

: z+3=0 , Π
[image: image106.wmf]2

: z-1=0 e Π
[image: image107.wmf]3

 : z-5=0 são paralelos não coincidentes. Geometricamente tem-se:
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Outros casos:

Caso b), (*4)           S7:
[image: image109.wmf]ï
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Caso c), (*4)           S8:
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ATIVIDADE 8:

A8.1 – Utilize o Winplot para fazer a representação geométrica do sistema S7 e S7. Insira o gráfico obtido no texto.

Gráficos de S7 e S8
4. Matrizes elementares

a) Matriz Transposta

       Seja A
[image: image111.wmf]Î

ℝnxn A=(a
[image: image112.wmf]ij

),   i = 1, ..., n.

                                              j= 1, ..., n.

       A matriz transposta de A, denotada por AT   é definida a partir da matriz A por:

      AT = (b
[image: image113.wmf]ij

),  i = 1,…,n.

                         j= 1,…,n.          

       Tal que:
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 ;            AT =
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b) Matriz simétrica:

       Uma matriz A
[image: image117.wmf]Î

ℝnxn , A=(a
[image: image118.wmf]ij

),  i , j = 1, ..., n; é simétrica se a seguinte igualdade ocorrer:
[image: image119.wmf]ji
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, i , j = 1, ..., n (i ≠ j).

Exemplos:

A=
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 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf]Þ

Identidade;          B=
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c) Matriz triangular inferior 

       É definida por:

       A=(
[image: image123.wmf]ij

a

) tal que 
[image: image124.wmf]ij

a

=0 se i < j ; i, j = 1,...,n.

A=
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d) Matriz triangular superior 

       É definida por:

       A=(
[image: image126.wmf]ij

a

) tal que 
[image: image127.wmf]ij

a

=0 se i > j ; i, j = 1,...,n.
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Definição: Sistemas equivalentes:

      Sejam S e S’ dois sistemas lineares (quadrados ou retangulares). Dizemos que o sistema S’ é equivalente a S se S’ é obtido de S a partir das seguintes operações elementares:

i)Efetuando-se a troca de linha ou de colunas se S;

ii)Multiplicar uma linha de S por um escalar 
[image: image129.wmf]a

≠0;

iii) Multiplicar uma linha de S por um escalar 
[image: image130.wmf]a

≠0 e adicioná-la a uma outra linha de S.

obs.: S’ é equivalente a S se S’ é obtida de S através de, pelo menos uma, das operações elementares i), ii), iii).

Exemplo:

    S:
[image: image131.wmf]î
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[image: image132.wmf]®

  multiplicando a 1o.  linha de S por 
[image: image133.wmf]a

=-1 e adicionando à                                               2o. linha de S : obtemos o sistema equivalente S’ dado por:

  S’:
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       Em S’, a matriz A de S é transformada pela operação elementar feita na matriz triangular superior:

A’=
[image: image135.wmf]÷
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[image: image136.wmf]®

matriz triangular superior.

       A solução de S’ é obtida por substituição retroativa tal que na linha 2 de S’ temos:
[image: image137.wmf]1

2
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x

, substituindo na linha 1 de S’ temos que 
[image: image138.wmf]1

1
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x

.

Notação: S ~ S’.

Definição: Sistemas Triangulares

       Sistema triangular inferior: é aquele cuja matriz do sistema é uma matriz triangular inferior.

       Sistema triangular superior: é aquele cuja matriz do sistema é uma matriz triangular superior.

6-  Método para Sistemas Triangulares Superiores.

Seja o sistema triangular superior
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onde  aii  ( 0; i = 1,2,...,n. 

Por substituição Retroativa podemos resolvê-lo pelas fórmulas:  

xn = 
[image: image140.wmf]nn
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xi = ( bi - 
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Exemplo 6.1:
 Resolver o sistema triangular superior
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Por substituição retroativa:     x3   =   2

                -x2 + x3  =  1        (     x2  = 1

               2x1 + x2 + 3 x3  =  9     (    x1  =  1


[image: image145.wmf]\

 a solução deste sistema  é  x = 
[image: image146.wmf]÷
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ATIVIDADE 9:  

A.9.1- Determine as soluções do modelo matemático visto em I.3), por um método de resolução baseado no de sistemas tringulares superiores.












PAGE  
I.9

_1214835129.unknown

_1214836703.unknown

_1214919110.unknown

_1215264436.unknown

_1217257553.unknown

_1217260619.unknown

_1217260628.unknown

_1217260630.unknown

_1217260631.unknown

_1217260629.unknown

_1217260627.unknown

_1217260617.unknown

_1217260618.unknown

_1217259966.unknown

_1216726341.unknown

_1217257125.unknown

_1217257175.unknown

_1216727082.unknown

_1216727148.unknown

_1216726951.unknown

_1216725851.unknown

_1216726042.unknown

_1215265928.unknown

_1215266146.unknown

_1215264546.unknown

_1215004804

_1215006376.unknown

_1215007626.unknown

_1215008089.unknown

_1215008273.unknown

_1215008312.unknown

_1215008192.unknown

_1215008063.unknown

_1215007598.unknown

_1215007132.unknown

_1215007357.unknown

_1215006192.unknown

_1215006348.unknown

_1215005214

_1214921665

_1215003792

_1214920182.unknown

_1214919230.unknown

_1214836760.unknown

_1214918293.unknown

_1214918743.unknown

_1214918978.unknown

_1214918603.unknown

_1214836796.unknown

_1214918055.unknown

_1214836774.unknown

_1214836721.unknown

_1214836746.unknown

_1214836715.unknown

_1214835610.unknown

_1214835773.unknown

_1214836669.unknown

_1214836680.unknown

_1214836567.unknown

_1214835699.unknown

_1214835735.unknown

_1214835339.unknown

_1214835564.unknown

_1214835554.unknown

_1214835134.unknown

_1214835276.unknown

_1214832116.unknown

_1214833999.unknown

_1214834894.unknown

_1214834956.unknown

_1214835103.unknown

_1214834860.unknown

_1214834881.unknown

_1214834543.unknown

_1214832645.unknown

_1214833287.unknown

_1214833684.unknown

_1214832827.unknown

_1214832332.unknown

_1214832634.unknown

_1214832416.unknown

_1214832466.unknown

_1214832183.unknown

_1214830625.unknown

_1214830765.unknown

_1214831643.unknown

_1214831830.unknown

_1214832032.unknown

_1214831009.unknown

_1214830741.unknown

_1214830764.unknown

_1214830726.unknown

_1214403606.unknown

_1214404810.unknown

_1214748014.unknown

_1214403729.unknown

_1214403116.unknown

_1214403527.unknown

_1214402808.unknown

