3.4 —Métodos Quase-Newton: O Método de Broyden

A motivacio central dos métodos quase-Newton ¢ gerar uma seguiéncia {x®} com
boas propriedades de convergéncia, sem no entanto avaiar a matriz Jacobiana a cada
iterac@o, como é necessario no método de Newton.

Um exemplo € o méodo de Newton modificado que requer o caculo da matriz
Jacobiana apenas na iteracdo inicial, porém a propriedade de taxa quadrética é perdida e em
SaU lugar consegue- se apenas taxa linear.

A sequiéncia{x"} , nos métodos quase-Newton, é gerada através da formula

(kD) = 0 4 ()
onde s é a solucéo do Sitemallinear:

gk = - FlxK)).

Nos métodos quase-Newton que estudaremos nesta secdo, as matrizes B sio
atudizadas a cada iteracdo e é imposta a condicdo de que tais marizes satifacam a

seguinte equagao:
g (k+1) (X(k+1) ) X(k)):F(X(kﬂ))_ F(X(k))

devido a seguinte motivacao:

conhecidos X, F(x®), x**D), F§x<k+1>), 0 modelo linear:

Lk+1(X) — F(X(k+1)) + B(k+l) (X - X k+1))
pode ser considerado uma aproximacdo para F(x) em torno de x**Y | e a iguddade
Lis1(0XD) = FX**™D) é satisfeita para qual quer escolha para B**Y,

Colocando ainda a condicao:

Lis1 (08 = F(X9)
teremos:

Lk+1()ék)) — F()ékﬂ')) + B(k+1) (X _ X(k+1)) — F(X(k))
e, portanto,

B(k+1) (X _ X(k+l)) — F(X(k+1)) _ F(X(k))

Se s = kD _x(0) @ (k) = pix®* D) - Fx)y, a equagio acima fica:

B+ (k) — y(k)
que é conhecida como equacdo secante e, por eta razdo tais méodos sdo também
chamados de métodos secantes.

E importante observar que o método da secante estudado anteriormente consiste
em se tomar como aproximagdo da funcéo f(x), na iteragéo k, a reta r(x) que passa pelos
pontos (X, f(X)) € (Xk+1, f(Xk+1)):

r(x) = f(Xe+1) + b(X —Xk+1)
e, impondo as condi¢des:
r(xe) = f(%) € r(Xe+1) = f(%+1)
obtemos:
b= f(xk+l)' f(Xk)
Xk+1 - Xk

P bsy =y



e b satisfaz a equacéo secante.

Neste caso, existe uma Unica escolha para b de forma que as condi¢des de r(x) =
f(X¢) € r(%1) = f(x+1) SHam satifeitas.

Mas, para n > 1, a equacdo secante ndo é suficiente para determinar uma Unica
matriz, umavez que 30 n equacdes e I varidveis (0s elementos da matriz B&*Y).

Os métodos quase-Newton diferem entre S pelas condicBes adicionais impogas
sobre B&*D, tais como:

- obedecer adgum principio de variagio minima em relaggo a BY;
- presavar dguma edrutura especid da matriz Jacobiana, como Smetria e
esparsidade.

Deve-se determinar BX*Y aqual representa uma boa aproximaczo para Jx*1).

Considerando-se B&*D = B®) + AN, deve-se determinar AN, a qual stisfaca:
Bk o) =y o s (B + AK) &0 = 0.

A partir desta Gltima condicgo, expressando-se A®) = U¥(9)T, determina-se ¥
por:

{0 =

3.4.1- O Método de Broyden

A formulaparaB**, proposta por Broyden em 1965, é a seguinte:
b PRED 500 1 A £ B0 5 u(k>(§ks>§%

Exigem vé&ios outros métodos quase-Newton e € importante ressdtar que em
vaios ddes, dém de s evitar 0 cdculo da matriz Jacobiana, 0 esforco computaciona

necessario para a resolucdo do sstema linear € reduzido em relagdo a0 esforgo redizado no
método de Newton .

3.4.2- Algoritmo para o método Quas-Newton proposto por Broyden

Passo 1: parak =0, dado o ponto x?0, resolva.o sistemalinear:

B9 = .F(x?), orde B = J(x?), para determinar <@ e cdcular:
D = (0 4 O

y® = FY) - F(O).

(y(o) ] B(O)S(O))

(0) )T (0)

Determineut® = ecdcule

S



AQ =90 e B'=B+ A,

Atudize: 9 resolvendo BYS? = y(@ e
XD = 0 4 (0
Se critério de parada estiver satisfeito, entéo pare, sendo, facak = k+1 e va paa o
passo 2.

Passo 2.
Cdcule
BRIk = -F(x(k)g, para determinar s¥ e cdcular:
(D) = (K | (K

y(k) — F(X(k+1)) _ F(X(k)).
[y - glgk)
)" )

AW =y (T e BT =B+ AW,

ecdcue

Determineu® =

Atudize $¥ resolvendo BV =y ¢
(D = k) k)

Passo 3:

k+1)

Critério de parada: se Hx(k+1) - x(k)H <eg faca x = x{ e pare;

Caso contrario:

Facak =k + 1 e volte ao passo 2.

3.4.3- Exercicios

3.4.3.1) Usando aguma linguagem de programacdo, faca um programa para 0 méodo de
Newton e para o método de Newton Modificado.

3.4.3.2) Resolva os sistemas ndo-lineares abaixo usando seus programas para 0s métodos
de Newton e Newton Modificado com €= 10,

! 0) _ T
a) | X9 = (1.5, 2.0)

fertex3-2=0

}4X1-X]?_)+X2=0 . .
b) i- x2 4x,-x3 X9 =(-1,-2)

| + =-

T 9 4



: 2X1 - x12+8+4x2- x% o
C) i 9 4 X0=(L-p

I8x; - 4x2 +x2 +1=0

d) (Funcéo de Rosenbrock) [24]

1'10(x -x2)=0
[v2Tr

T
e

€) (Broyden Tridiagonal) [24]
1f1§xg=g3- 2x1;x1 - 2Xp +1=0
P (x)=(3- 2x) )xj - Xj.1 - 2Xj47 +1=0 i=2..,9

ff10(x)=(3- 2x30 Jx10 - Xg +1=0

X0 =(-1,-1,...,-1)7

f) (Funcdo Trigexp de Toaint) [29]

,\I_fl(X):3Xf+2X2 - 5+ sen X1- X2 Sen(Xl +X2):O
Jl[fi(x):' x;. 61 %) 4 x 4+3x?

%flo (X) =- Xge(xg- XlO) + 4X10 -3=0

+2Xjag +8en(x; - Xjsg)sen(x; + xjuq)- 8=0
i=2..,9
X9 =(0,0, .., 0

34.33) Faca pelo menos duas iteracBes para os itens do exercicio 3.4.3.2) através do
Método de Broyden.

3.4.3.4) O méodo de Newton pode ser agplicado para a resolucdo de um sstema linear
Ax = b. Neste caso, quantas iteracdes serdo realizadas? Por qué?
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