1.7.2- Mé&odo de Gauss: Seidd

Suponhamos D = |, como foi feito para 0 método de Jacobi- Richardson.
Transformamos o Sstemalinear Ax = b como se segue

(L* +1+R)x = b*
(L* +1)x= - R*x + b*
=-(L*+1)*R*x + (L* + I)!br
O processo iterativo definido por:
X®ED = (xR X+ (Lr + 1) o
é chamado de Gauss-Seidd.
Explicitando as componentes, usando paraisso a equag 8o do processo naforma:
(L* + 1) XKD = Ry 4 pr
ou
KD = % kD) ke (0

Resulta que 0 método de Gauss-Seidel consiste na determinacdo de uma sequéncia de
gproximantes de indice k

xMx0 o x® k=123, ..
apatir devaoresinicias

x@  x© L x©

através do processo iterativo definido por:

x*P =0 -a;, x¥ -...-a, x{¥ +b;
(k+1) — * (k+1) * e (K) * (k) (k) *
Xy 0 =-ay Xp - 0-auXyt -.i-ay Xy + b,
(k+1) — * (k+D * oy (k+D) * (k) *
X3 =-ay X1 'a32X2 0'---'a3n Xn + bs
(k+1) — * (k+1) * (k+) _ a*  (k+1) _ *
Xh =-ay X - an; X2 an3X3 0+ bn



~

Vemos por estas equacdes que as componentes de x**V si calculadas
sucessivamente sem necessidade de se calcular (L* +1)™ .

Esse método difere do de Jacobi-Richardson por utilizarmos para o cdculo de uma
componente de X * Y o valor mai's recente das demai's componentes.

1.7.2- Critério de convergéncia.

a) O Critério de Sassenfeld:

Aplicando o critério gera de convergéncia, caculemos:

[Bl, = | +n R

¥

Recordemos que: |B||, =mink.
Portanto se k satisfazer a desigualdade |Bx|, £ k |x|, teremos |B|, £ k.
Sgay =Bx
\oy=-(L*+1)TR*x
(L* + Dy =- R*x

ou
y=-L*Y —R*x.

Assm o vetor y € obtido de x a partir das equagdes:

: ylzo_a?LZXZ_a*13x3_'”-a;.nxn
| Y,=- a*21y1'0'a;3X3' T a;an
(I) _I_ Y3 =- aglyl' a;1y2' 0----- a;nxn
| .
i :
Ty,=- a:ﬂyl- a;zyz - a*nsys' ~-0
Calculemos [v], = [Bx], como [y], = max |y |

A partir das equagdes (I) conseguimos as seguintes majoragies:
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Analogamente, obtemos:
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ly| £ é |a71| b, X, +a |a71| |XJ|£
j=1 j=i+l
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£ 3 fa| by X, + & Jaj|max|x;|
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i-1 n
=(aai| b+ &l K = bi [,
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onde bi = (iél |a:j| b + én- |a?i|)
=1 =i

j=i+l

\ v £b o, -

ot [85, = b, = ma by mx b, [,
onde [B|, £ max b, .

Podemos enunciar agora o Critério de Sassenfeld:
“O método de Gauss-Seidd converge s

max b, <1

onde os bi 50 calculados por recorréncia através de;

i-1 n

[} * [ *
bi = § |a”.| b +a |a”.| .

j=1 j=i+l



b) Critério daslinhas

“O método de Gauss- Seidel converge se o crit ério das linhas for satidfeito, isto €, se:

n
] *
max § |aj| <1
I ]:l
jri

Para provar este critério basta verificar que a condicéo

3 |
max q |aij| <1
I .

i

implica bj<1  i=12,...,n.
Defato:

Parai =1, temos

b, = 8

i=2

a’}|£m§\><§l|a,-}| <1.
it1

Suponhamosb; <l1paaj=1,2,...,i - 1.
Entéo

1

b= Iél|a.:| b, + é a\*1| £ ag' |a’*l| £ rT?X é |a”| <1
j=1 j=i+ j=1 =1

It it

Portanto max b < 1 e o critério de Sassenfeld é verificado.
Observacoes.

- Dado um sstema linear Ax=b pode acontecer que o método de jacobi- Richardson
gplicado a ele resulte convergente enquanto que o de Gauss-Seidd resulta divergente
evice-versa.

- Se |Bll n&o for apreciavelmente menor que 1 a convergéncia pode ser bastante lenta.

- A convergéncia para os métodos. Jacobi-Richardson e Gauss-Seidel ndo depende do
vaor inidd X,

- Um permutacdo conveniente das linhas ou colunas de A antes de dividir cada
equacao pelo coeficiente dadiagona principa pode reduzir o valor de B .
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Exemplo 1.7.2:

Resolver o sstema

i5x + x + %X, =5
:3(1 t X+t X =6
foc + .+ 5% - 0
pelo método de Gauss-Seiddl comx@ = (0,0,0)' e e <102,

Solugéo:

Dividindo cada eguacd pelo correspondente elemento da diagond principa
obtemos:

X1 + 02 +0.2x =1
0.75%; + Xo + 0.25%3 = 1.5
05x1 + 0.5x% + x3 =0
Temos

max ai*j| =1

j=1
i

Portanto, por esse critério ndo podemos garantir convergéncia Mas aplicando o
critério de Sassenfeld, temos.

b; =104 +|02 = 0.4
b,=1075 (04) + 1025 = 0.3 + 0.25 = 0.55

bs =05 (04) + (0.5) (0.55) = 0.2 + 0.275 = 0.475
\ maxb =055<1

Logo temos o critério de convergéncia satisfeito.
Efetuando- se as iteracdes definidas por:

X = - 02x{ - 02x{ +1
X3 = - 075xY - 0.25x5 +15
X§k+1) - _ 0.5X1(k+1) _ 0.5X§k+l)

apartir dexX® = (0,0,0)! , resultam os sequintes valores:

K 0 1 2 3 4

X1 0 1 1.025 1.0075 1.001625
Xo 0 0.75 0.95 0.99125 0.998625
X3 0 -0.875 -0.9875 -0.999375 -1.000125




Observacoes.
- Parae <107 temos que asolucio do sstema é
x =(1.00; 0.99 ; -1.00)"
- A solucgo exata do sistema proposto éx = (1, 1, -1)".

1.7.3-  Exercicios:

1.7.3.1) Resolver o sstema:

' 10X1 X - X3 = 10
% X, + 10x, + x, = 12
tax, - x, + 10x, = 11

pelo método de Jacobi- Richardson com x(© = (0,0,0)' ee< 1073,

1.7.3.2) Dado o sstema:

110, + x, + x; = 10

:’ X, + 10x, + 8x;, = 20

L7x, + x, + 10x, = 20
a) Veificar apossibilidade de aplicacdo do método iterativo de jacobi- Richardson.
b) Se possivd, resolvé-1o pelo método do item a).

1.7.3.3) Dado o sstema

T4x, + 2%, + 6x; = 1
|

i4x, - X, + 3 = 2
Lox, + Bx, + 3x, = 3

Mostrar que reordenando as egquacdes e incognitas poderemos fazer com que o
critério de Sassenfeld sgja satifeito, mas ndo o das linhas.

1.7.3.4) Dado o 9stema

I5x, + 2x, + X, = 7
% -X + 4x, + 2x; = 3
12x, - 3x, + 10x, = -1

a) Veificar aconvergéncia usando o critério das linhas e o critério de Sassenfeld.
b) Redover o sstema por:

b.1- Jacobi-Richardson.

b.2- Gauss-Seidd.

Efetuar, em ambos 0s casos, duas iteracdes partindo-se dO vetor X9 = (-2.4; 5; 0.3)".
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1.7.3.5) Calcular w, us, Us € Us resolvendo a equacdo de diferencas
(*)Uns2 + Upig + k=N
com ascondigbesde contornou; =0eu=1

Observacéo: Escrever (*) paran = 1, 2, 3 e 4 e resolver 0 sSstema resultante pelo
Método de Gauss-Seidd.

1.7.3.6) Dado o sstema:
& 1 10a,0 a60

€l 6 1:cxi=¢8+
& 1 8&xp &1
a) Verificar a convergéncia usando o critério de Sassenfeld.
b) Resolver pelo Méodo de Gauss Seidd ( 3 iteragBes a partir do vetor nulo).



