3- 0 METODO SIMPLEX

3.1- Introducao

O Método Simplex €& uma técnica utilizada para se determinar,
numericamente, a solu¢do 6tima de um modelo de Programacéo Linear. Sera
desenvolvido inicialmente para Problemas de Programacéo Linear, na forma
padrdo, mas com as seguintes caracteristicas para o sistema linear de
equagoes:

) Todas as variaveis sao nao-negativas:

ii) Todos os by sdo ndo-negativos;

iii) Todas as equacdes iniciais do sistema sao do tipo “ < “. Assim, na forma
padrdo, s6 encontra-se variaveis de folga.

Se uma das caracteristicas vistas nao ocorrer, entdo, casos especiais do
método devem ser considerados e esses serdo vistos na sec¢ao 3.8, como o
Método Simplex de Duas Fases.

3.2- Introducao e fundamentos tedricos para o Método Simplex

3.2.1- Determinacao de solucoes basicas em um sistema de equacoes
lineares mxn,m < n (sistemas lineares)

X

Se ao resolver-se um sistema Ax=b, onde Ac r™™, xe r™ ebe r"e

A fosse uma matriz inversivel, entdo a solugéo seria facilmente determinada.
A = mmxn
Porém, se dado um sistema Ax=b, onde: <beR™ m<n (3.1)

xeR"

Tal que m< n, ou seja, sistema é retangular, como determinar solucdes
de Ax=b?

O sistema acima sempre tem solugdo?
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Teorema 3.2.1.1:
Seja a matriz Ae R™" com m < n.Se amatriz A possui m colunas
ay, a,,..., am linearmente independentes (LI's), entdo para qualquer b € R™ , o

sistema Ax=b tem ao menos uma solugdo em R".

Definicao 3.2.1.1:
Seja Ax=b, A € R™" b e R",x e R" (m < n).

Se A possui uma submatriz B € R™" onde det B=0 entéo diz-se que B

€ uma submatriz base de A, o que é equivalente a dizer:

“Se A tem m colunas LI, entao a matriz B formada por estas colunas
é uma base para R™”.

Definicao 3.2.1.2 - Variaveis basicas e nao basicas:

Considerando-se o sistema Ax=b, definido em (3.1) e B €¢ ™™ uma
submatriz base de A, entdo, as variaveis associadas a submatriz B € ®R™"

sao denominadas variaveis basicas.

Notacao: variaveis béasicas: Xg.

Definida a submatriz base B restam em A (n - m) colunas que
chamara-se de submatriz ndo base N. As varidveis associadas a esta

submatriz N sdo denominadas variaveis nao basicas.

Notacao: variaveis nao basicas: X.
3.2.1.2- Uma possivel solucao para Ax=b da definicao acima

Seja o sistema Ax=b e suponha que extrai-se de A uma

submatriz B € ®™™.
Pelas definicbes anteriores pode-se fazer as seguintes particbes no
sistema Ax=b: A =[B; N], x:(XBj.
XN

Logo pode-se escrever:
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Xp
Ax=b < [B:N] =b < Bxg+Nxn=b.
XN
Portanto, o sistema Ax=b é equivalente ao sistema:
Bxg+Nxn=Db. (3.2)

Isto define que xg = B'b- B'Nxny é uma possivel solugdo de Ax=b.

Definicao 3.2.1.3 - Solucéao basica de Ax=b:
Seja o sistema Ax=b definido em (3.1), entdo uma solucdo x de Ax=b,

ou seja, Ax=b, & denominada solugdo bésica, se e somente se, em (3.2),

xn=0, entao:
Ax=b < xg=B"b

x g: solucdo basica.
Definicao 3.2.1.4 - Solucao basica factivel (viavel):
x é denominada solug&o bésica factivel para Ax=b se, e somente se:

xg =B'b e xy=0, para x > 0 (ouseja xg> 0).

3.3- Definicoes e Teoremas Fundamentais

Seja o conjunto S = { x € R" tal que Ax = b, x > 0}

onde A eR™" beR™ e xeR" comm < n.

Definicao 3.3.1:

X sera um ponto extremo de S se possuir n-m variaveis nulas.

Teorema 3.3.1:

‘O conjunto S, de todas as solugbes factiveis do modelo de
Programacéo Linear, € um conjunto convexo”.

Prova:

Sejamx'ex® e S, L e [0,1].
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Mostrara-se que:
) A x'+(1-1)x% € S;
i) A x'+ (1-1) x% > 0.
Para se mostrar i) basta notar que,
Sex'eSe x*eS= Ax'=b= Ax®=Db;
Assim, A(A x'+ (1-A)x3) = LAXx'+ (1-A)Ax* = L b + (1-A)b=b.
Logo, A(A x' + (1-1)x?) =b.
Para se mostrarii): x' >0e x*>0 = A x'>0e(1-1)x? > 0;
assim,A x'+ (1-1) x? > 0.
~Ax'+(1-A)x%€eS.

~. S é convexo.

Teorema 3.3.2:
“Toda solugdo basica do sistema Ax = b €& um ponto extremo do
conjunto de solugdes factiveis S”.

Prova:

Seja x uma solucao basica associada a uma submatriz base B € R™".

Entdo, sem perda de generalidade, suponha que, x = (EBJ com Xy =

XN
0 parai=m+1,...,n.
Por contradigcdo, suponha que x nido seja ponto extremo ou vértice de
S,entdo 3 x'e x? e Stal que:
x=Ax' + (1-M)x?; L €[0,1] e x'# x? pois x # 0.

Desde que x; =0 parai=m+1,.,n =

(1-Mxi =0

| X2

_ X — X
Logo, x'= (_FJ e x°= (_3]
XN XN

—1
{ lxl_=20 parai=m+1,...n = {2:0 para i=m+1,...,n.
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_ _ Ax =b Bx_ =b
Como x'eS e x?2eS = _ =
Ax =b Bx =b

BQL- Bgi =B(§;- §i)=b-bzo.

Mas §B # §i e entdo §;3- §i #0 = B = 0, contradicao,

pois por hipétese B € uma submatriz base e portanto ndo singular!
“Toda solugao basica do sistema Ax = b € um ponto extremo do

conjunto de solucdes factiveis S”.

Teorema 3.3.3:
Sejam x', x?,..., xP pontos extremos do conjunto S e seja S limitado.

Entdo, Vx € S, x pode ser escrito como combinagdo convexa dos

p P
pontos extremos x', X%,..., x° de S, ou seja, x= Y Aix'e Y A =1.
= i1

Teorema 3. 3.4:

Se um problema de programacéao linear admitir solucdo 6tima, entao
pelo menos um ponto extremo (vértice) do conjunto de pontos viaveis € uma
solucao étima do problema.

Mostrara-se este teorema admitindo-se que o conjunto S é limitado.

Prova:

Sejam x', x2,..., xP pontos extremos do conjunto S limitado.

Entdo, pelo teorema 3.3.3, Vx € S, x pode ser escrito como

combinacdo convexa dos pontos extremos x', x?..., x° de S, ou seja, X =

P
Logo, c™x =¢" (D Aix') = L1 + A2e™X® +..+ ApC'X.
i

Seja x” um ponto extremo tal que ¢'x < ¢ (i=1,...p).

Mas cx=A1ex' + Ao 4+ AT >
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* * * p * *
Aie™ + Aoe™ 4.+ dpeX = Y ACTX =¢'x.
i=1

Entdo, c¢c'X <c'x,VXx € S.

. X é um vértice 6timo ( solugdo 6tima) do problema.

Corolario 3.3.1:
“Se a fungao objetivo possui um maximo (minimo) finito, entdo pelo

menos uma solugdo 6tima é um ponto extremo do conjunto convexo S”.

Teorema 3.3.5:
Toda combinagdo convexa de solugdes étimas de um P.P.L. é também

uma solucao 6étima do problema.

Corolario 3.3.2:
Se um P.P.L. admitir mais de uma solucao 6tima entdo admite infinitas

solugdes o6timas.

Corolario 3.3.3:
“Se a fungéo objetivo assume o0 maximo (minimo) em mais de um ponto
extremo, entdo ela toma o mesmo valor para qualquer combinagdo convexa

desses pontos extremos”.

3.4- Os Passos do Método Simplex

Os passos abordados a seguir referem-se a um P.P.L. de minimizacao.

Para iniciarmos o Método Simplex necessita-se de uma solugédo basica
viavel inicial, a qual é, um dos pontos extremos. Este método verifica se a
presente solucdo é étima. Se esta nao for é porque um dos demais pontos
extremos adjacentes (vértice) fornecem valor menor para a fungao objetivo que
a atual, quando o problema considerado € de minimizagédo. Ele entdo faz uma
mudanca de vértice na direcdo que mais diminua a funcao objetivo e verifica se

este novo vértice é 6timo.
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O processo termina quando estando num ponto extremo, todos os outros
pontos extremos adjacentes fornecem valores maiores para a fungao obijetivo.

Portanto, a troca de vértice, faz uma variavel ndo basica crescer
(assumir valor positivo) ao mesmo tempo em que zera uma varidvel basica
(para possibilitar a troca) conservando a factibilidade do Problema de
Programacéo Linear.

Para isso, escolnemos uma variavel, cujo custo relativo € mais negativo
(ndo é regra geral), para entrar na base, e as trocas de vértices séo feitas até
gue nao exista mais nenhum custo relativo negativo.

A variavel que saira da base é aquela que ao se anular garante que as
demais continuem maiores ou iguais a zero, quando aumentamos o valor da
variavel que entra na base (respeitando a factibilidade).

O Método Simplex compreenderd, portanto, os seguintes passos:

i) Achar uma solucéo factivel basica inicial;

ii) Verificar se a solucao atual é étima. Se for, pare. Caso contrario, siga para o
passo iii).

iif) Determinar a varidvel ndo béasica que deve entrar na base;

iv) Determinar a variavel basica que deve sair da base;

v) Atualizar o sistema a fim de determinar a nova solu¢ao factivel basica, e

voltar ao passo ii.

Exemplo 3.4.1:
Seja o problema:
Max. z=X1 4+ Xo
sujeito a:
2X1+ X2 £ 8

Xi+2X2 <7
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Passando este problema para a forma padrao, temos a solucéo inicial:

Min. -z= -x1- Xo

sujeito a:
2X1+ X2 + X3 =8
X1+2X2 + X4 =7
X2 +X5=3

X1, X2, X3, X4, X5 = 0
Passo 1: Quadro 1

VB | X1 | Xo | X3 | X4 | X5

Xx3| 21|10

X2 |1 12|01

Xxs | 0| 1[0]0

o| = O] ©
O W | o0

2z |-1]1-1]0
x' =(0,0,8,7,3)

Passo 2: Escolhemos x4 para entrar na base:

Xx1=€>0

X1 =X2=0, X3=8, X4=7, X5 =3

Tomando x¢ = € temos:

1% equacéo:
2X1+Xo+X3=8 5 2X1+X3=8 -5 x3=8-2x;1 20
2% equacéo:
Xi+2Xo+Xa=7 > Xy +Xa=7 = Xq4=7-%X1 20

3% equacéo:
Xo+X5=3 = X5 =3 20
Passo 3: Analisamos qual das trés variaveis basicas deve sair da base:
X3=8-2x1 20 —> paraxz=0 o 8-2x1=8 - x1=4
Xe=7-X%X1 20 s parax3=0 & 7-x9=0 —-5Sx4=7
xs=3-0xy 20 ( para qualquer € > 0, X1 ndo afeta a factibilidade).
Para que x3 e x4 ndo percam sua factibilidade o menor valor que x1 pode

assumir é 4 e dai:
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X1 = € = 4 temos:
Xx3=8-24=0 X4=7-4=3 X5 =3
ou seja, Xi=€=min {§,Z,§} =4,

210

A variavel a sair da base € x3 e a variavel a entrar na base é x; com o
valor assumido por € > 0, ou seja, X1 = 4.

Nova base: vg = { X1, X4, X5} € VN = {X2, X3}

Como o valor minimo de € ocorreu na 32 equacgao entdo xs sai da
base.. Entdo, o elemento ajy1= 2 é€ o0 pivO da operagdo. Aplicando o
pivoteamaneto gaussiano nas equagoes, obtemos o seguinte quadro:

Passo 4: Quadro 2:

vg | X1 | X2 | X3 | Xa | X5

(|1 [12 12 |0]| 0| 4
X4 | 0|82 |-1/2|1 |03
x5 | O 1 0 o1 |3
2| 0|-12|12 | 0| 0]|-4

Passo 5: A solucao é 6tima? (z = 4)

N&ao, pois ainda existem custos relativos negativos, ou seja, a fungao
objetivo ainda pode ser diminuida ou minimizada.
Passo 6: Variavel que entra na base:

Custo mais negativo : xo.

Dai x» =€ =min i,i,é =2
1273271

Passo 7: Variavel que sai:
X3=8-%x2 20 —> paraxz=0 < x2=6
Xg=3-32x%x2 20 s paraxs=0 < x2=0

X5=3-X220 s paraxs=0 < x2=1

A variavel a sair da base é x4 e X, entra na base.

Nova base: vg = {X1, X2, X5} € VN = {X3, X4}.
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Desde que o valor minimo de € ocorreu na 22 equagao, entdo x4 sai da
base e 0 elemento pivé da operacéo € ax=3/2.

Aplicando o pivoteamento gaussiano, obtemos o préximo quadro:
P asso 8 : Quadro 3: Atualizagdo do sistema em fungéo da nova base:

VB | X1 | X2 | X3 | Xa | X5

x| 110 [23]|-13|0
X201 [-1/3[23|0]2
Xxs | 0|0 |13 |-283|1]1
2| 0|0 |13 |13 |0]|-5

Passo 9: A solucao é 6tima?:
Sim, pois ndo existe nenhum outro custo relativo negativo, ou seja, nao
podemos diminuir mais a fungao objetivo.

Portanto, a solucao étima é: x* = (X1, Xz, X3, X4, X5) = (3,2, 0, 0, 1).
()0~
X*= = — z*=5.
X, 2

3.5- O Método Simplex Revisado.

3.5.1- Consideracoes tedricas sobre o método.

Sem perda de generalidade, supondo-se que apds algumas iteracdes do

método € obtido o seguinte sistema a ser resolvido:

DT Y1gXq everesereranimararininiienininn, = Y10

D, Y2q Xqgeererererararansnansniainiaeniaian = Y20
..................................................................................................... (3.3)

Xp e ypq Xq ................................... = ypo

Xm o ypm Xq .................................. = ymo

comyip = Oparai=1,..,m.

Entao, a solucao basica factivel atual é:

XB = (X1 ;... Xm) € XN = (Xm+1 »---,Xgs---sXn), COM Xij =Yjo = Oparai=1,...m.
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Para se obter a nova solugdo, suponha que fazemos a variavel nao

basica xq entrar na base.

Se o0 elemento pivé da operagao € ypq entéo x, sai da base.

A nova solucéo deve estar na forma canénica e assim deve-se efetuar

pivoteamento gaussiano em ypq.

Os novos coeficientes do sistema serdo dados por:
linha p: Yoi = Ypi’ Ypq; J=1,..n.
parai # p: Yy = Vi - Yia" (Ypi/ Ypa) -

paraj=1,..,n.

3.5.2- Definicao de €.

Assumindo-se que Xq = € = 0, entdo, de acordo com o sistema de

restricoes (3.3).;
X4 Y10 Y1q
Xm Ymo Ymq

que pode ser escrito por xg = y*-y9.¢e > 0.

I _ min { Y0 tal que yiq > 0 }.

Pq qu

Logo, Xq=¢=

Assim, X4 =€ = 0 entra na base , X, = 0 sai da base e um novo

vértice é alcancado.
Se yiq< 0, Vi, entdo a solucdo é ilimitada pois Ve > 0 tem-se que:

yio-yiq.EZO.
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3.5.3- Decréscimo da funcgao obijetivo.

A funcao objetivo pode ser escrita por z = cg' Xg + CN'Xn.
ApoOs Xq entrar na base tem-se:
Z=Cg Xg+Cn'Xn=Cg' (Y’-y%. &) +CN'Xn=
ce' Y’ -cs' Y% € +CqE =20+ (Cq- 2Z9) E.
Denominando-se rq= Cq- 2y, S€ Cq-Zq < 0 entéo, desde que €>0,
Zo+(Cq-2Zg)€ =Zo+ g€ < 2Zp.
Logo, para rq < 0 tem-se garantido o decréscimo para a fungéo objetivo.

rqy € denominado custo relativo.

Com as consideragdes teoricas feitas sobre o sistema de restricdes e
sobre a funcao objetivo pode-se enunciar procedimentos para se resolver o
problema de programacao linear com restricbes de desigualdade tipo “ < ¢

utilizando o método simplex na forma revisada que serd visto a seguir.

3.6- Os Passos do Método Simplex Revisado

A forma revisada do método simplex é esta:
Dada a inversa B™' de uma base corrente, considerando A = [ a', ..., a% ..., a" ]
e a solugdo corrente xg = B'b = y*:
Passo 1:

Calcule o coeficiente de custo relativo ry' =cn' - cs' B”'N.

Isto pode ser feito primeiro calculando-se w' = cg' B™ e entdo o vetor
custo relativo serd, ry' =cn' - w'N.

Se ry > 0, pare pois a solugéo corrente € 6tima. Caso contrario:
Passo 2:

Determine qual vetor a% deve entrar na base selecionando o coeficiente
de custo relativo mais negativo (ndo é regra geral). Calcule:

y? = B a%que expressa o novo vetor coluna a® na base nova.
Passo 3:

Se n&o existe nenhum y,; > 0 pare, o problema é ilimitado. Caso

contrério, calcule os quocientes 2

1q

para yiq > 0, para determinar qual variavel
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ird sair da base. Se min {htal que yiq>0}= &, entdo x, =0 sai da

iq Ypq

y
base e xq = ~*>> 0 entra na base.

qu

Passo 4:
Atualize B™ efetuando pivoteamento gaussiano em torno de ypq. Calcule
a nov a solugéo corrente xg = B™b e volte ao passo 1

Exemplo 3.6.1:
Considerando o exemplo 4.7.1 resolvido por quadros e seguindo o0s

procedimentos vistos tem-se:

a' a® a® a' a’ b
2 1 0 8
1 2 0 1 0 7 sistema de restricdoes na forma padrao.
0 1 0O 0 1 8
c'=[-1,-1,0,0,0] coeficientes de custo relativo.
Solucéo inicial:
Var. bés. B X8
3 100
4 010
5 0 0 1

Calculew'=cg"B" =[0,0,0] ery’ =cN' -W'N= [-1-1].

Fazendo-se a' entrar na base temos o quadro a ser atualizado: y' = B a'.

Var. bés. B xg VY
3 100 8 2 pivo (as = 2)
4 010 7 1
5 00 1 3 0
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Apo6s efetuar os quocientes: { 8/2, 7/1,3/0}, seleciona-se o elemento pivo,

define-se qual variavel ira sair da base e atualiza-se a B™ :

Var. bés. B Xg
1 12 0 0
4 1/2 10
5 0 0 1

Entdo, w' =[-1/2,0,0] e ry' =[-1/2,-1/2] =[r2, r3].
Seleciona-se entdo a® para entrar na base: y? = B" a?

Var. bas. B xs Y
1 -1/2 0 0 4 1/2
4 42 1 0 3 3/2  pivd (az = 3/2)
5 0 01 3 1

Efetuando-se os quocientes: { 4/(3/2), 3/(3/2), 3/1}, selecionamos o elemento

pivd e a variavel a sair da base. Atualizando a B tem-se:

Var. bés. B Xg
1 2/3 -1/3 0 3
2 1/3 2/3 0 2
5 1/3 -2/3 1 1

Entdo,w' =cg' B" e ry' =cn' - W'N =[1/3, 1/3] = [rs,14]
Como nao tem-se mais custos relativos negativos, esta é a solugdo 6tima do
problema.

3.7- O algoritmo Simplex

3.7.1- Diregoes de busca
O teorema a seguir mostra que o conjunto solugéo do sistema Ax = b, &
completamente determinado a partir de uma solugdo particular e do sub-

espaco N(A).
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Teorema 3.7.1.1:
Seja X uma solugdo do sistema Ax = b. Entdo, x e R" satisfaz o

sistema Ax = b se e somente se X = X +d, tal qued € N(A).

Prova:

Sendo x uma solugdo do sistema Ax = b entdo Ax = b.

A nova solugdo x = x + d satisfaz o sistema Ax = b =S

Ax +d)=b < Ax +Ad=b & Ad=0 < d e N(A).

Portanto, o conjunto das solugdes de um sistema Ax = b é a translagéao
do sub-espago N(A) por qualquer solugéo perturbada x do sistema :

{x} +NA)={x eR" talque x=x +N(A)}.

Foi visto que, considerando-se a particdo basica da matriz A e do vetor
x, era valido que: xg = B™'b - B'Nxy, com a solucéo basica factivel escrita por
xs = B7b.

Se considerar-se x uma solucdo para o sistema Ax = b, entdo pode-se
escrever xg = B'b - B'Nxy tal que a solugdo basica factivel é escrita por
xg =B"b.

Note que se perturbarmos XN por um vetor dy :

XN = XN+ dy;
podemos obter nova solugdo para o sistema Ax = b, bastando fazer a
substituicdo:
xg= B'b-B'Nxy = (B'b-B'Nxy)-B'Ndy=xg +dg;
onde dg = - BN d.

Assim, a nova solugdo é: x = x +d com;
e (e8]
XN XN dy

Pela definicao de d:

obtidos acima.
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ds=-B'Ndy < Bds +Ndy=0 < Ad=0 < d e N(A).

Observe com isto que foi determinado um procedimento para determinar

d € N(A), bastando para isto se atribuir um valor dy = dn. Isto pode ser feito
escolhendo-se:

dy = €, j=1,2,...,n-m; onde el é vetor candnico do X"™ , que determinam
n-m vetores linearmente independentes em N(A).

Tem-se assim, os vetores de N(A):
. _B'Ni
d= ( B .Nj ,j=1,2,....,n-m;
el
onde N’ é a j-ésima coluna da matriz N que corresponde ao vetor coluna al da

matriz A. Tais vetores, além de serem linearmente independentes, geram o

n-m
sub-espaco N(A), ou seja, Vd € N(A) entdod = Zd' .

=

Construiu-se assim, uma base de N(A) e segue o seguinte resultado:

Teorema 3.7.1.2:

Seja A € R™", posto(A) =m. Entdo, dim(N(A)) =n-m.

Uma nova solugéo obtida por uma perturbacéo na direcéo d':
x=x +¢ed,e>0,
corresponde a estratégia de alterar apenas a j-ésima componente do vetor das

variaveis nao basicas:

Xy, =)_(Nj+8:8 , i=q
xy=xn=0, j£q

Tal estratégia € denominada “estratégia simplex”, que corresponde a
adotar a direcdo d! definida acima. Assim as direcdes d! sdo denominadas de
“dire¢des simplex”.

3.7.2- Determinacao do passo

Considere a seguinte definicdo dos conjuntos baseados na particao

béasica e nao basica da matriz A:
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Ig = {j tal que j € um indice coluna relacionado a base B};

In = {j tal que j € um indice coluna relacionado a N}.
Em uma iteracdo corrente, se tiver-se a solucdo basica factivel x =

(EB], entdo, para a obtencdo de uma nova solugdo a factibilidade sera
XN

garantida se:
;+8d20 = ;B+€d320 <:>(§B)i+8(d3)i >0,ie Ig.
Isto ocorre se e somente se:

€ = min { ﬁtalque(dg)i <0,ie Ig}.

(dy);

Se 0 minimo ocorre para € = - (§B)p/ (de)p, p € Ig entéo

(xB)p + €(dB)p = 0, entdo (23 )o Se torna ndo basica e é substituida por

(;N)q =£, Q€ IN-
Se (dg)y > 0, Vi e Ig, entdo o conjunto de solugcdes factiveis é
ilimitado.
Além disso, se duas ou mais componentes de Xg se anularem para um

mesmo valor de €, temos o0 caso de degeneracao da base.
3.7.3- Critério de mudanca de base.

Considere o vetor custo relativo ry' =cn' - cs' BN, ja visto.

Este pode ser escrito por: r,=c;- cg'B™(an); para j € In.

Se Jj e Iy talquer; < 0, entdo é interessante fazer x; assumir valor
positivo e entrar na base, pois d é uma direcdo de descida, ou seja,
c'(x + ed) < ¢'x. Isto é utilizado como critério de mudanga de base.

Ser 20, Vje Iy entdo a otimalidade é atingida pois ndo conseguimos
mais decréscimos para a funcao objetivo e isto é utilizado como critério de
parada.

Apb6s as consideragdes anteriores pode-se enunciar um algoritmo que
segue 0s seguintes passos.
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3.7.4- Algoritmo

Dada a solugéo basica inicial: x3 = By'b =y® com k=0, faca:

Passo 1-

Calcule o coeficiente de custo relativo (r )" = (cf )" - (¢&)" Bk Nx.
Isto pode ser feito primeiro calculando-se w' = (c'l‘g)T Bk e entdo o vetor
: 2 k \T k \T k\T
custo relativo serd, (ry ) =(cy) - (Wg) Nk

Se (ry )T > 0, pare pois a solugdo corrente é 6tima. Caso contrario:

Passo 2-
Determine ( r{)q = min { ( r\); talque (ry); <0, paraj e Iy}, para
determinar qual vetor de N ira entrar na base.

Passo 3-

Calcule d§ = - Bi'(an)q = (V") ;

Passo 4-

Se nao existe j € Iy tal que r'l-‘ < 0, entdo pare, o problema nao tem
solucao , caso contrario determine:
- (X§)p/ (dB)p = & = min {- (x §)i / (d) tal que (d§) <0,ie Ig}, para

determinar o vetor de B a sair da base.

Passo 5-
Atualize:
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3.8- Casos especiais do Método Simplex

3.8.1- Empate na entrada

Quando houver empate na escolha da variavel que entra na base, deve-
se tomar a decisao arbitrariamente. A Unica implicagdo envolvida é que pode-
se escolher um caminho mais longo ou mais curto para se chegar a solucao

6tima.
3.8.2- Empate na saida (degeneracao)

Podera ocorrer que durante a escolha de uma variavel para sair da base,
temos, empate, isto €, duas ou mais variaveis se anulam com o crescimento da
variavel que estd entrando na base. Neste caso ocorre 0 que chamamos de
degeneracdo (temos uma solugdo basica factivel degenerada). A escolha
também ¢é arbitraria (uma das variaveis basicas assume valor zero).

Temos, entdo, que a mesma solucdo € obtida através de bases

diferentes. Isso ocorre devido a hiperdeterminagéo de pontos extremos.

Exemplo 3.8.2.1
Maximizar z = 5x1 + 2x2
Sujeito a:
X1 <3
Xo <4
4x1 + 3x2 <12

X1, Xo 20
3.8.3- Problemas com multiplas solucoes

Eventualmente, um modelo de Programacédo Linear pode apresentar
mais de uma solugao étima. Quando isso ocorre, o Método Simplex é capaz de
acusa-lo, pois o custo de uma variavel ndo-béasica é nulo. Dizemos, entdo, que

o sistema tem multiplas solugdes 6timas.
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Exemplo 3.8.3.1:
Maximizar z = X1 + 2Xo

Sujeito a:
X4 <3
X2 <4
X1+ 2% £9
X1; X2 20

3.8.4- Solucao ilimitada

Quando aplicamos o Método Simplex e nenhuma restricdo impede o
crescimento da variavel que entra na base, ou seja, ndo conseguimos zerar
uma variavel basica, dizemos que o problema tem solugéo ilimitada.

Neste caso, o0 problema tem solugdo basica factivel mas nao tem
solucao 6tima.

Exemplo 3.8.4.1:
Maximizar z = X1 + 2X»
Sujeito a:
4x1 +x2 = 20
X1 +2%X2 =2 10
X1 = 2
>

X1; X2 =20

3.9- O Método Simplex duas fases

Nos problemas onde as restricdes sao do tipo “<” (menor ou igual) é
sempre possivel obtermos uma submatriz (identidade) com o auxilio das
variaveis de folga, e assim a solugdo inicial é ébvia.

Porém, quando ndo temos uma solugdo inicial ébvia, ou seja, nao
conseguimos uma submatriz base (identidade) necessitamos de um
procedimento para desenvolvé-la. Isto ocorre quando o problema de

Programacéo Linear tiver restricoes de “=* (igualdade) e ou restricbes do tipo

“>” (maior ou igual).
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Exemplo 3.9.1:
max. z=6 X4 - X2
sujeito a:
4x1+ x2<21
2X1+ 3x2 213
X1 - Xo = -1
X1 € X220
Passando o problema para a forma padrao, termos:

min. -z=-6 X1 + Xo

sujeito a:
4X1+ Xo+ X3 =21
2Xy +3 X2 -Xs4 =13
-X1 + Xo =1
X1, X2, X3, X4 = 0.
No quadro:

X1 | X2 | X3 | Xg

2 | 3
a1
6 | 1

1 [ 13

o| o o
o
—

Portanto, ndo temos solucao inicial ébvia. Como obter a solugao inicial?
Para resolvé-lo usamos um procedimento chamado Fase 1 do Método

Simplex, que consiste em explorar um problema auxiliar, equivalente ao PPL
inicial, com regiao factivel ampliada.

3.9.1 Introducao de variaveis artificiais

Introduzimos no problema de programacao linear (ja na forma padrdo)
variaveis artificiais nas restricées do tipo “=* e “>”.
No exemplo anterior:
min. -z=-6 X1 + Xo

sujeito a:
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4 X1+ Xo+ X3 =21
2X1+3X2 -X4+Xa1 =13
-X1 + Xo + X o= 1
X1, X2, X3, X4, X1, X% > 0.
Esse problema de programacdo linear € denominado relaxado ou
artificial, ou seja, a regiao factivel é ampliada.

No quadro:
X1 | X2 | xs | xa | X% | X%
X 1 1 0 0 0 | 21
X 3 0| -1 1 13
x | -1 1 0 0 0 1 1
6| 1]0 0|0{|0O0

Obtem-se uma solugdo inicial débvia fazendo-se Xy = X = X4 =0,
com xg = (X3, X%, x%) = (21, 13,1) e Xxn = (X1, X2, X4) = (0, 0, 0).
Diz-se que as restrigoes:
a)2Xy+ 3x22>13
b) x1 - X2 = -1
foram relaxadas pois:

a)2Xy +3X%X2-Xg4+ X% =13

A

Sexs=0e x*1>20=2x1+ 3x2<13

Sexa>0ex’y=0=2x1+ 3% =13

b)-xi + Xo + x%=1

Se x%=0= X1 - X2=-1.Se x%»>0= Xy - X2 < -1.
Consequentemente relaxou-se o conjunto das restricbes (ampliou-se

esse conjunto), como é visto na figura 3.1.
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X2

Conjunto de Solu¢des ampliado

X4

Figura 3.1 — Conjunto de solugbes ampliado

O Método Simplex duas fases resolve o problema de programagéo linear
relaxado (ou auxiliar) até zerar as variaveis artificiais (Fase 1), obtendo assim
uma solucéo factivel para o problema de Programagéao Linear inicial, podendo

ser a solugéo 6tima caso ndo exista custo relativo negativo (Fase 2).

Observacoes:
1) O Problema de Programacado Linear inicial tem solucdo factivel se as
variaveis artificiais se anularem.
Problema de Programacéo Linear inicial inicial na forma padréo:
minimizar ¢ x
sujeito a Ax=b (3.4)
x>0
Problema de Programacéao Linear relaxado:
minimizar ¢’ x
sa Ax+x*=b (3.5
X, x*>0
Problema de Programacao Linear inicial tem solugdo 6tima < x* = 0.
De (3.4) tem-se Ax=b, x > 0.
De (3.5) tem-se Ax + x? = Db, X, x* > 0.
Entdo: Ax +x*=b < x*=0.
2) Seja o problema original de maximizacdo ou de minimizagdo, o problema
auxiliar sempre sera de minimizacao;
3) O problema auxiliar € sempre viavel (sempre admite solugéo);
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4) Se atingirmos a solucao 6tima com as variaveis artificiais diferentes de zero,
portanto com o valor da funcao objetivo artificial diferente de zero, o problema
original € um problema inviavel.

A funcgéo obijetivo artificial € formada pela soma das variaveis artificiais,

ouseja: Z4(x) =x% + X%+ ... + X% com p < m.

Considerando o exemplo anterior, termos:
22 (x) =x% + x%
onde: Xa1=13-2X1-3X2+X4
Xag =1 + Xq - Xo .
Logo Z(X) =14 -X1-4Xo+ X4 = 14 =-X1 -4 X2 + Xq.

Através de quadros, temos:

Quadro 1:
X1 | X2 | X3 | xa | %% | x%
X3 | 4 1 1 0 0 21
X% 3|0 |-1|1]0]13
X% | -1 1 0 0 0 1 1
222|140 1 0 -14
z|6(1]|]0]|]0|0]O0]|O

Aplicando o Método Simplex para obter x*; = x% = 0.
Fase 1:

Como r% = -4, X, entra na base.

. 121 13 1 .
Xo=€= mm{T,;,I}= 1 = x% sai da base.

Quadro 2:
X1 | Xo | X3 | xq | X% | x%
X3 | 5 0 1 0 01]-11]20
x| 5[0 |0 |-1]1]-3]10
X2 | -1 1 0 0 0 1 1
2| 5|0 0 1 0 4 |-10
z | -5]0 0 0 o 1|-17]-1
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Como ra1 = -5, x4 entra na base.

X1 =€ =min {?,?,%}: 2, x%; sai da base.

Quadro 3:
Xq1 | Xo | X3 | Xg | X1 | X2
X3 0 0 1 1 -1 2 10

X1 | 1 0| 0 |-1/5|1/5|-3/5| 2
X2 | O 1 0 [-1/5|1/5]|2/5| 3
Z2|0|0|0]|0O 1 1 0
z | 00| 0] 1 1 9

Como as variaveis artificiais sdo zero, entdo z* = 0 e tem-se uma
solucao factivel para o problema inicial.

Fase 2:

Elimina-se as variaveis artificiais do quadro e a fungéo objetivo artificial,
ficando-se somente s6 com o problema inicial.

Quadro 4:

X1 | X2 | X3 | Xq
X3/ 0|0 |1 1 |10
x1|110]0]|-15] 2
X200(1]0]|-1/5| 3

00| -1
Como r4 =-1, x3 sai da base; x4 = € = min{&,i,i}= 10 = x4 entra na
17 -1/5"-1/5

base.
Quadro 5:

X1 | X2 | X3 | Xa
X2/ 0| 0|1 1] 10
X | 1 0 [1/5] 0
x| 0|1 [15] 0|5

0|0 |1 0 |10
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Quadro 6timo:
XB = (Xa, X1, X2) = (10, 4, 5), xn= (x3) = (0)
x* = (4,5,0,10) e z* = 19.

3.9.2 Algoritmo para o problema com variaveis artificiais

Um algoritmo analogo aquele visto na segéo 3.7.4 é definido para o caso
de introducdo de variaveis artificiais no PPL original. Agora, consideram-se
duas fases, as quais utilizam a execugéo daquele algoritmo:

Fase 1: Considera-se o PPL original relaxado pela introdugdo das
variaveis artificiais e aplica-se o algoritmo, ja visto na se¢éo citada, na tentativa
de se zerar estas variaveis, mas, considerando-se para a atualizacdo das
variaveis, a funcao objetivo artificial. Se conseguir-se atingir a solugao étima do
PPL relaxado com as variaveis artificiais diferentes de zero, entao, pare, pois 0
PPL original é invidvel. Caso contrério va para a fase 2;

Fase 2: Nesta fase, agora com uma solugéao inicial para o PPL original, é
verificado, inicialmente, se o custo relativo desta solucao é maior ou igual a
zero. Se for, pare, a solugdo atual € o6tima. Caso contrario, aplica-se o

algoritmo definido na sec¢ao 3.7.4 até se obter a solugdo 6tima do PPL original.

3.10- Exercicios.

3.10.1) Resolva geometricamente e pelo método Simplex os seguintes PPL’s:

a) maximizar 5 Xy + 6x2
sujeito a:
X]+ 3X2 <5
4x1 +9%, <12
X1,Xp >0
b) maximizar 4 Xy + 2X»
sujeito a:
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2X1 +Xp <8

X1+2X2 <7

0X1+X2 <3
X1,Xp 20

C) maximizar Xo
sujeito a:

4X1+4X2 <28
2x1 +0x, <10
—X1 +3X, £9
0X1+X2 <4
X1, X2 >0

d) maximizar Xy + Xz
sujeito a:

X;+4Xy 24
X +Xp =1
X1, X2 >0

e) PPL com multiplas solugoes:
maximizar Xi + Xo

sujeito a:

—-2x+x,<2
x—=2x,<2
X +x,<4
X%, =20
3.10.2) Dado o PPL:
minimizar Z = -2 Xy + X2 - X3
sujeito a:
Xi+ X, +X3 <6
=Xy +2X, + 0Xg5 < 4;
X{,X5,X3 =0
a) Resolva-o pelo método simplex;

b) o que acontece se trocarmos co =1 por ¢’ = -3. O quadro étimo se altera?
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3.10.3) Sejam x,s solugdes factiveis para os seguintes sistemas de restrigdes:

Ax=b, x>0 (S4) ; Ax+s=b, s>0

(S2) ;

Considerando-se as novas solugdes x + edye s + eds, € > O:

a) mostre que dy é uma diregao factivel para (S1) se dx € N(A);

b) se ATA é uma matriz ndo singular, entdo: ds € Im(A) e dy = - [ATA]'A ds;;
c) considerando-se o problema de minimizar ¢'x, dé condigcdes sobre dy para

que esta seja uma diregao de descida;

d) se a restricdo (S;) é alteradapara{Ax=b, 0 < x < h, h e ®"}, como fica

a nova determinacdo de € > 0 para o método Simplex ?

3.10.4) Baseado na escolha de € > 0, do item d) do exercicio 3.10.2) resolva

0 seguinte PPL com variaveis canalizadas:

maximizar 5 X1 + 6X»
sujeito a:

X1+3X2 <5
4X1 +9%, <12 ;
OSX1S2, OSXZSI

3.10.5) Considere o seguinte problema de programacéo linear:
minimizar z = 3xy + 4X2 + 5X3
sujeito a:

X; + 2Xp + 3x325

2X] + 2Xy + X326

0x; + Oxy + x320
X1,Xp,Xx3 20

a) resolva-o pelo método simplex duas fases;

a 5+2a
b) se o vetor b for trocado para b'®) = |6-20|, com a> 0,
0+o
problema em funcdo de a para que ndo se altere a base 6tima;

c) idem , se o vetor ¢ for trocado para ¢'®) = (3- a, 4+ a,5- a).
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3.10.6) Suponha que para um PPL tem-se o seguinte quadro 6timo:

X4 X2 X3 X3 XB
X1 | O 1 | 519 | -3/19 | 45/19
X2 | 1 0 [-2/19| 5/19 | 20/19
z | 0| O | 519 |16/19 | 235/19

o= (1=

r’ =(0;0;5/19;16/19) e z = 235/19;
a) Escreva o PPL original;

b) Se mudar-se o valor de b, para b, (o) = 10 - a, estude condicbes sobre o
para que o PPL ndo mude a base 6tima.

3.10.7) Um jovem pretente prestar um concurso publico cujo exame envolve
duas disciplinas, D1 e D2. Ele sabe que, para cada hora de estudo, pode obter
2 pontos na nota da disciplina D1 e 3 pontos na D2 e que o rendimento é
proporcional ao seu esfor¢co. Ele dispde de no méaximo 50 horas para os
estudos até o dia do exame. Para ser aprovado devera obter na disciplina D1
um minimo de 20 pontos, na D2, no minimo 30, e o total de pontos devera ser
de pelo menos 70. Como, além da aprovagdo, ele gostaria de alcancar a
melhor classificagdo possivel, qual a melhor forma de distribuir as horas
disponiveis para seu estudo?

3.10.8) Uma pessoa em dieta necessita ingerir pelo menos 20 unidades de
vitamina A, 10 unidades de vitamina B e 2 unidades de vitamina C. Ela deve
conseguir essas vitaminas a partir de dois tipos diferentes de alimentos: A1 e
A2. A quantidade de vitaminas que esses produtos contém por unidades € o
preco unitario de cada um estdo expressos na seguinte tabela:

Vitamina A Vitamina B Vitamina C Preco Unitario
Alimento Al 4 1 1 30 u.m.
Alimento A2 1 2 - 20 u.m.

Qual a programacéao de compra dos alimentos A1 e A2 que essa pessoa
deve fazer para cumprir sua dieta, ao menor custo possivel?
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3.10.9) Uma companhia fabrica um produto a partir de dos igredientes, A e B.
Cada quilo de A contém 50 unidades do produto P+, 4 unidades do produto Py,
2 unidades do produto P3 e custa 100 u.m.. Cada quilo de B contém 3 unidades
de produto P+, 5 unidades de produto P2, 10 unidades de produto P3 e custa
150 u.m.. A mistura deve conter pelo menos 20 unidades de P4, 18 unidades
de P2 e 30 unidades de Ps.

Resolva este problema para que o custo do produto seja o menor
possivel.

3.10.10) Um depésito de 200000 m? deve ser alocado para armazenar trés
tipos de produtos, P, P> e P3. Sabe-se que P, ndo deve ocupar mais espaco
do que P4, que o espaco ocupado por Py ndo deve ser maior que 3000 m-a
mais que a soma das areas de P; e P3, e que 0s espagos ocupados por Pz e P3
devem Ter pelo menos 5000 m?. Sabendo que o lucro de Py é 10000 u.m., de
P> eé 8000 u.m. e de Ps é 5000 u.m. por m?, resolva este problema de modo
que o lucro seja o maior possivel.

3.10.11) No Método Simplex de 2 Fases, o problema auxiliar da fase 1 pode
ser inviavel? Por qué? Pode ser ilimitado? Por qué?

Na proxima secao serdo vistos conceitos do topico Dualidade em Programacao
Linear. A andlise destes servira para definir-se um outro método para
resolucdo de Problemas de Programagédo Linear denominado de “Dual-
Simplex”.
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