4.7 - AJUSTE DE CURVASPELO METODO DOSQUADRADOSMINIMOS

[ntroducdo

Vimos, no capitulo anterior, que uma forma de se trabahar com uma funcdo
definida por uma tabela de vaores é ainterpolacéo polinomid.

Contudo, a interpolacéo ndo € aconsalhave quando:

a) é preciso obter um vaor aproximado da funcdo em agum ponto fora do
intervalo de tabelamento, ou sga, quando se quer extrapolar;

b) os vaores tabdados 2o resultados de dgum experimento fisico ou de dguma

pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderdo conter erros inerentes
que, em gerd, ndo 20 previsives.

Surge entéo a necessdade de se gudtar a estas fungdes tabdadas uma fungéo que
sga uma “boa gproximacao” para os vaores tabelados e que nos permita “extrgpola” com

certa margem de seguranca.

4.7.1 - Méodo dos guadrados minimos
4.7.1.1- O Caso discreto

Sgam dados os pontos (X1, f(x1)), (X2, f(X2)), ..., (Xm, f(Xm)) € as n fungdes g (x),
®(X), ..., Gn(X) escolhidas de dgumaforma

Congderaremos que 0 nimero de pontos m, tabelados, é sempre maior ou igud an
0 numero de funcdes escolhidas ou 0 nimero de coeficientes a; a se determinar.

Nosso objetivo é encontrar os coeficientes a, ay, ..., a, tasque afungdo j (x) =
a1q1(X) + aL(X) + ... + ang(X) Se goroxime ao maximo de f(x).

Sgja dk = f(x) — J (x) o desvio em x. Vamos observar que, um conceito de
proximidade € que dc sgaminimo paratodok =1, 2, ..., m.

O método dos quadrados minimos consiste em escolher os aj’s de ta forma que a
soma dos quadrados dos desvios sga minma E dao que s a soma

m m
d2=38 (F(xi)-j ()2 € minima, teremos que cada parcdla [f(x) — | (X)]? €
k=1 k=1
peguena, donde cada desvio [f(x«) —j (X)] € pequeno.
Portanto, dentro do critério dos quadrados minimos, os coeficientes ay, que fazem
com quej (X) se aproxime ao maximo de f(x), S2o0 os que minimizam a fungéo

m
F@g.az,...an)=a [f (xg)- i (xg)I% =
k=1

[f (X ) - @191 (Xk) - @202 (Xk) - ... - @nGn(XK)]2 .
1
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Observamos que, se 0 moddo gustar exatamente os dados, 0 minimo da funcéo
acima s zero e, portanto, a interpolacdo é um caso especid dentro do método dos

quadrados minimos.
Usando o Cdculo Diferencid, sabemos que, para obter um ponto de minimo de

F(@i, ay, ..., an), temos de, inicidmente, encontrar seus pontos criticos, ou sga, os (a1, az,
..., p) tasque

Bl =0,j=1,2 ..,n
ﬂaj (apas,...a,)
Calculando estas derivadas parciaisparacadaj = 1, 2, ..., n, temos
F Q'
s =28 [1(x) - ax01(Xk)~ ..~ @G (Xk )]
fa; _
H@pay,...a,) k=
Impondo a condi¢do
s =0,j=12 ..,n.
ﬂaj (apas,...a,)
temos
g :
a [f(xk)- a191(xk) - ... - apgn (X9 (xk)=0,j=1,2,...n.
k=1
Asam,
m a
a [f(xy)- a91(xk) - -.- angn (Xk)191(xk) =0i
_ |
Iy i
a [f (xk) - a191(Xk) - .- @angn (X192 (Xk) =0§,p
k=1 )
o
m ol
& [F (X)) - 2191 (Xk) - = @nGn (Xi)lgn (X) =0}
k=1 p
oo g g
i[a 91(xk)g1(xk)lar +... +[@ gn(Xk)g1(Xk)lan = a f(xk)g1(xk)
.|. k=1 k=1 k=1
I 4 r
b Ha g1(xk)g2(xk)lag +... +[a 9n (XKk)92(Xk)lan = a f(xk)92(xk)
k=1 k=1 k=1

|

: |

i p 7

ila In(XK)gr(xk)lag +...+[@ 9n(Xk)9n (Xk)lan = a f (Xk)9n(Xk)
T k=1 k=1 k=1

que € um sstemallinear com n equacBes e nincognitas a1, az, ..., an.
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As equactes deste Sstemallinear sdo as chamadas equacdes normais.
O sgtemalinear acima pode ser escrito naformamatricid Aa = b:

i apag +tapay +...+ajpa, =by
{82181 +828p +... +axa, =b;
i .
I '
tamay tapzaz +...+appan =by

m
onde A = (a;) étd que g = é 9 (Xk )i (Xk ) = &j (ou sfa, A ésimétrica)
k=1
a =y, as..an eb=(by,by .., b) étd que

n
bi=a f(xx)gi(Xk).
k=1

m
Lembramos que, dedos os vetoresx ey T A™ onimerored (x,y) = & xjy; é
i=1
chamado de produto escalar de x por y.
Usando esta notacdo, o sstemanorma Aa = b ficara expresso por

A = (aj) = <g|,g > eb=(b)= <f g; > onde

g , €ovetor (g, (X1)g¢ (%) ... 9/ (xm))" ef, o vetor (F(xa)f(x2) ... f(m))".

Demonstrase que, se as fungbes qi(X), .., gn(X) forem tas que os vetores

51,52,.--,§n sgam linearmente independentes, entéo o determinante da matriz A €
diferente de zero e, portanto, o Sstemallinear

[ég ()91 )1ag + ..+ [ gn(xi)gr(xi)an = & f (xk)ga(xk)

k=1 k=1 k=1
[é 91Xk )92 (X )lag +... +[& 9n (k)92 (X )lan = & f (X )92 (x)

k=1 k=1 k=l

m m
:[agn<xk)gl<xk)]al ~*[8 9n(Xi)9n (i )1an = & (i) gn (xi)

A

1 k=1 k=1 k=1
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admite soluco Unica a1,...,an. Ainda mas demonsra-se também que esta solucdo
a1,...,an €0 pontoem queafuncdo F(ay,...,an) ainge seu vaor minimo.

Observamos que, se 0s vetores 51,52,...,§n tiverem uma propriedade
: - —\ 1=0i1] . , :

suplementar de serem tais que <gi ,gj>: i, 0i=j’ 0 que, em linguagem de dgebra linear
| =
s diz “se 0s vetores 61,62,...,§n forem ortogonais entre §”, entdo a matriz A do sstema
normal serd matriz diagona, com @& ! O e portanto, 0 Sstema tera solu¢do Unica, a qua
serafacilmente determinada.

Felizmente, dado um conjunto de pontos {xi1, X2, .., Xm} € fé&cil congruir
polinbmios de grau O, 1, ..., n que sdo ortogonas, no sentido acima, em relacdo ao produto
escalar

— o\ D

<9i19j> = a 9i (xk)gj(xk).

k=1

Polindmios ortogonais condituem uma classe particular de fungbes ortogonais.
Tais fungbes possuem véias propriedades muito interessantes e (teis. O letor interessado
em gprender sobre 0 assunto pode pesquisar, por exemplo, nos livros [5] e [27]. O estudo
de fungbes ortogonais, em paticular de polinbmios ortogonals, merece um capitulo
especia, 0 que serafeito agui.

Exemplo 4.7.1:
Segla o conjunto de pontos X5 = {—1, — %4, 0, ¥4, 1} e os polindmios
Go(x) = L; u(x) =X, @(X) =X —%
Entéo, os polindmios go(X), o1(X) e @(X) sfo fungdes ortogonais em Xs com

- = m
relacéo ao produto escalar <gi ,gj> = é 0i (Xk)9j (XK ) poisos vetores
k=1

Uo = (X)) =(11111)
91 =(@X)=(1-% 0% 1) e

52 =(p(X) = (% —-¥ —% Y %) si ortogonais entre s, 0 que se verifica
fadlmente

(90,90) =51 0

(90:81) = 1-1) +1(=) + 1(0) + 1¢4) + 1(1) = 0

(90:92) =108 + A=) + 124) + A=) + 1(4) =0

Ficaacargo do leitor fazer as demais verificagdes.



Os polindmios citados sdo conhecidos como polindbmios de Gram, {Fﬁm}inlo

: . et 2i
ortogonais em conjuntos de pontos equidistantes, x = -1 + —.
m

. 1=0 «jt
Assim, <P|,mypj,m>%1 0

Exemplo 4.7.2:

Sgaafuncéo tabelada

X |—1.0 075 06 05 -03 0 02 04 05 07 10
fi) | 205 1.153 045 04 05 0 02 06 0512 12 205

Feito o diagrama de dispersdo, deve ser gustada por uma pardbola passando pela
origem, ou sgja, f(X) =j (x) = ax® (neste caso temos apenas uma funcao g(x) = x°).
Temos, pois, de resolver apenas a equacdo

1 1
[a 9(xk)a(x)la=a f(xk)alxk)
k=1 k=1

g, B
[a 9(xk)la=a f(xk)a(xk)

k-1 k=1

%1 242 %l 2

[8 (x2)%a=Q (x2)f (xk)
k=1 k=1

Continuando a tabela com g(x)g(%) € g(%)f(x), temos

Somas

X -10 075 -06 -05 -03 0 0.2 04 05 0.7 10

) 1 03164 01296 0.0625 0.0081 0 00016 00256 00625 02401 10 | 28464
fopé 205 06486 0.162 0.1 0.045 0 0008 0096 0128 00588 205 | 58756

Assim, nossa equacao €2.0642a =5.8756 P a = ‘2'8756

» 2.0642

Entdo j (x) =2.0642¢ é a pardbola que melhor se aproxima, no sentido dos
quadrados minimos, dafuncéo tabelada.

4.7.1.2- O Caso Continuo

Para amplificar a notagdo, desenvolveremos aqui 0 caso em que “escolhemos’
gpenas duas fungoes.
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Sgam entéo f(x) continua em um intervalo [a b] e Gi(X) e g(X) duas funcdes
continuas em [a, b] que foram escolhidas de dguma forma E preciso encontrar duas

congtantes reais @ e a, tasque j (X) = aigu(x) + asgp(X) etga o “mais proximo possivel”
de f(x).

Seguindo o critério dos quadrados minimos para 0 conceito de proximidade entre

] (X) e f(x), os coeficientes a; e a, a serem obtidos deverdo ser tais que o vaor de
b

Of (X)- ] (x)]%dx sgia0 menor possivel.
a

Geometricamente, isto significaque a &reaentre as curvas f(x) ej (X) sgaminima
Portanto, o problema consiste em obter o minimo para

b b
AF ) - 1% dx = gF ()% - 2 (x)j (x)+j (x)%]x =

a

b
= §f (¥)? - 2f(x)[a191(x) + @292 (X)] +aZgZ(x) +
a
+2818501(X)g2 (X) + 2595 (X)} dx
b b b
= § (0 %dx - [2¢f ()1 (x)dx]ag - [2¢f (x)g2 (x)dx]a, +
: b : b ] b
+[Ap2 (\dxja2 +[28p1 (X) g2 (x)dx]aga s +[ g3 (x)dx] = Fag,a,)

a a a
b

P §f(x)- i ()I°dx=Faj,ay)
a

Com o0 mesmo argumento do caso discreto, temos de achar os pontos criticos de F,
ou sga, achar (&1, a2) ta que

T1F

=0,i=1,2
Ta; (apan)
F b b
=1 T =2 (00 0k (20 2)kday +
Li(ag,ay) a a
+[2¢p1(x) g2 (x)dx]a
Asim, | = TF -0b
Tay (ap.az) Tlaz (azar)
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ib b b
;'[:[C\glz(x)dx]al +[P1(X¥) g2 (X)ax]a, = ¢ (x)g1(x)dx
i T b
i[@1(¥)g2(x)dx]ag +[ g5 (X)dx]az = ¢ (X)g2 (X)dx
Ta a a

b b b
Se agy = (5 (\)dX,, agp = PUX)G2(X)dX = 3P 2(X) g1 (X)dx = ay
a a a
b
az = (p5(x)dx
a

b b
by = (x)g1(x)dx e by = F (X)g2 (x)dx,
a a

podemos escrever 0 Sstemalinear acima como

iapag +apay =by

i %129
fagag tapay =by

2
ou Aa =b,ondeA = gall N
21 A2 g

a=@ay)", b= (o).

Demondrase que, ¢ as fungbes escolhidas gl(x) e g2(x) forem linearmente
independentes, o determinante da matriz A € diferente de zero, o que implica que o Sstema

linear admite Unica solugdo (a1,a2). Ainda mais, demonstra-se também que esta solucéo

€ 0 ponto em que a funcdo F(@1, a») ainge seu vaor minimo.
Usando aqui a definicdo de produto escalar de duas fungbes p(x) e g(x) no
intervalo [a, b] por

b
(p.g) = Fp()q(x)dx
a

teremos que, No Caso em gue qUEremas aproximar

f(x) » a1qu(X) + ... + apgy(x) o Stemanorma Aa =bfica

b
A= (ay) = (9.9)) = (9 ()9 ()X =(gj, g )
A a
b=(b) = (f,gi)= ¢ (g (x)dx.

a
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Da mesma forma que no caso discreto, temos fungdes ortogonais com relacdo ao
produto escalar, como mostrard 0 exemplo abaixo.

Exemplo 4.7.3:

Os polindémios de Legendre, definidos por

1 d(k)

2 k _
0 — [(x%- 11K k=12, ..

Po(X)° 1, P(x) =

b
S50 ortogonais em [, 1], com relagdo a0 produto escalar (. d) = (P a(x)dx .
a
Fica como exercicio a verificacdo de que os trés primeiros polindmios de Legendre

Po(X) © 1, Pi(X) =x eP2(X) = %(sz - 1) sfo ortogonaisentre .

Uma obsarvacdo interessante € que, em gerd, polindmios ortogonais satisfazem
uma férmula de recorréncia de 3 termos, ou sga, dados Po(X) e Pi(X), conseguimos
congruir P(x), k=2, 3, ...

No caso dos polindmios de Legendre, aformula de recorréncia é

_ _®j+16 - @] O o
P +1(X) = E—J 1 g(PJ(X) g] +1‘:;Z’P]-1(X),J =12 ..

Exemplo 4.7.4:

Vamos aproximar f(x) = 4 por um polindmio do primeiro grau, uma reta, no
intervalo [a, b] =[O0, 1].

j ) =a1mX)+arp(x)=ag+a aiaxl A
(@) ° 1 gx) =x).

Pelo quevimos, (a1, a,) éaunicasolucéo de Aa =bonde

U ébiu
u b= g) u,%ﬂdo

N < X 1
12 = (1(X) 92 (x)dx = gk == = =ap
a 0 0
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° 2 ! 2 X31 1
Qo = @2()()(:{)(:6( dx=—| ==
3 3
a 0 0
b 1 4)(41
b= ¢ (X)gz(x)dx = ¢yxdx = R
a 0 0
b 1 5|1
4 4
b2 = (f ()9 () adx =gpxxdx = =2
5 5
a 0 0
Temos entdo o Sstema
i 1
Jdaqs + = =1
j1T a2 4 18
i P aj=-—,ay=—.
Tla +1a :i 5 5
1291739275

Logo, a aproximacdo por quadrados minimos de f(x) = 4¢ no intervalo [0, 1], por

um polindmio degrau 1, éaretaj (x) = ?x - f

5
4.7.3- O Caso Nao Linear

Em dguns casos, a familia de funcbes escolhidas pode ser ndo linear nos
parametros, como, por exemplo, se ao diagrama de dispersio de uma determinada funcéo se
gjustar uma exponencid do tipo f(x) » j (x) =ale 3, a; ea, podtivos

Para se gplicar 0 método dos quadrados minimos, é necessaio que se efetue uma
linearizac&o do problema através de alguma transformacéo conveniente.

Por exemplo:

y»ae % P z=In(y)» In(a) —axx.

Sea=Inai1) ea=-azP Iny)» a — ax = f(x) que & um problema linear nos
parametros & e a.

O méodo dos quadrados minimos pode entdo ser aplicado na resolucdo do
problema linearizado. Obtidos 0s parametros deste problema, usaremos estes valores para
cacular os parametros originais.

E importante observar que os parametros assm obtidos ndo sio Gtimos dentro do
critério dos quadrados minimaos, io porque estamos gustando o problema linearizado por
quadrados minimos e n&o o problema origind.

Portanto, no exemplo, 0s parametros @ € @ S 0s gue gustam a fungdo f (x) a
funcdo z(x) no sentido dos quadrados minimos, Nndo se pode afirmar que os parametros a; e
a, (obtidos através de &y e a) S0 os que gustan | (x) a f(x) dentro do critério dos
quadrados minimos.
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Exemplo 4.7.5:

Suponhamos que num laboratdrio obtivemos experimentamente os  seguintes
valores paraf(x) sobre os pontosx, i =1, 2, ..., 8:

x | -10 -0.7 0.4 -0.1 0.2 0.5 0.8 1.0

fx) | 36.547 17.264 8155 3.852 1820 0.860 0406  0.246

Fazendo o diagrama de disperso dos dados acima, obtemos

yA

Figura 4.7.1 — diagrama de dispersdo dos dados da tabela dada.

Os dados nos sugereum gustey » j (X) = a e 25~

Conformevimos anteriormente, a“linearizacdo” aser feitaé
z=In(y) » In(a1e722") =In(a 1) — ax = f (x).

Assim, em vez de gustarmos y por quadrados minimos, gustaremos z = In(y) por
quadrados minimos, encontrando f(x) = a + ax, onde a =In @) e & = —a,. (Aqui q(X)
=1em(X) =X).

Temos pois.

X | -1.0 0.7 0.4 0.1 0.2 0.5 0.8 1.0
z=Inly) | 3.599 2.849  2.099 1349 0599 0151 -0901 -1.402

eal e a2 serdo a solucdo do sistema:
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donde

i 8

ifa gl(Xk)gl(Xk)]a1+[a 92 (Xk)91(xk)]laz = a Z(Xk)91(Xk)

| k=1 k=1 k=1

|8 8 8

[A 91(Xk)g2(Xk)la1 +[A 92(Xk)g2(Xk)laz = a Z(Xk )92 (Xk)
k=1

I
T k=1 k=1

8 8
B =1P § g1(xk)91(xk)=Q 1=as; =8

k=1 k=1
8 S 5

eX)=xP a 92(xk)g2(xk) = a X =axp =3.59
k=1 k=1

8 8
A 91(xk)92(xk) = & Xy =agp =ay =03
k=1 k-l

8
b.=a (Xk)gl(xk)—aZ(Xk) 8.041
k=1 k—l
8
b = aZ(Xk)gz(xk)—aZ(Xk)Xk—-8646
k=1 k=1
_e8 030 ¢ 8.0410
= b: é u
03 350 € 8646

eo ssemafica

| 8.0a; +0.3, =8.041

P a;=1099 e ay- 25
1033, +359, =-8.646 . 2

Agora, a; =% b a;=€"%°=3,001
a,=—a b a,=25.

Asim, afuncioj (x) = a1e3* = 3.001e>%

Assm, como no exemplo anterior, onde gjustamos aos dados a curvay » a€ 2%, é

comum encontrarmos casos em que os dados tabelados, feito o diagrama de disperséo,
devem ser gjustados por

1) Umahipdbole y » — = = (x)
a; tanX
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1
(Z—;»al +ax)

2) Umacurvaexponendid: y » ajas =] (x)
(sey>0,z=In(y)» In(a1) + xIn(a,) =a + ax =f (x)).
—_—
& a

3) Umacurvageométricay » a;x2, =j (X)
(ex>0ey>0,z=In(y) » In(ay) +a-In(x)=a; +azIn(x)
— == —
a ay t
P z=Inly) » a + at= f(t).(Aqui minimizamnos a soma dos quadrados dos
desvios nos logaritmos de 'y, para os logaritmos de X.)

4) Uma curva trigonométrica y » aj; + apcos(wx) =j (X).(t = cosfwx) P j (t) =a,
+ ast e neste caso, estamos minimizando a soma dos quadrados dos desvios
emy.)

4.7.4- Teste de Alinhamento

Uma vez escolhida uma funcdo linear em ag, a, ..., an para gustar uma funcéo
dada, uma forma de verificaamos e a escolha feita foi razodvel € gplicamos o teste de
alinhamento, que consste em:

i) fazer a“linearizacdo” dafuncdo ndo linear escolhida;

i) fazer o diagrama de disperséo dos novos dados;

iil)se os pontos do diagrama (ii) estiverem dinhados, isto significara que a funcéo
néo linear escolhida fol uma “boa escolhd’.

Observamos que, devido aos eros de observacdo, e cdculos aproximados,
congderamos stisfatdorio o diagrama de dispersio onde os pontos se  distribuem
deatoriamente em torno de uma reta média.

No exemplo 4.7.5, temos

x | -10 0.7 0.4 0.1 0.2 0.5 0.8 1.0

y 36.547 17.264  8.155 3.852 1820 0.860 0406  0.246
z=In(y) | 3.599 2.849 2.099 1349 0599 0151 0901 -1.402
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Figura4.7.2- diagrama de dispersdo dos dados da tabela dada.

4.7.5 Exercicios

Ver Ruggiero (pagina 287 a 291 — exercicios 01 ao 13)
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