4.6 - Funcoes Spline em I nter polacao

Se a funcéo f(x) esté tabelada em (n + 1) pontos e a gproximarmos de grau n que a
interpola sobre os pontos tabelados, o resultado dessa aproximacdo pode ser desastroso.

Uma dternativa é interpolar f(X) em grupos de poucos pontos, obtendo-se
polindmio de grau menor, e impor condigdes para que a fungdo de gproximacdo sga
continua e tenha derivadas continuas até uma certa ordem.

A figura mostra 0 caso em que gproximamaos a funcéo por uma funcéo linear por
partes, que derotaremos S; (X).

Figura4.6.1 (ver livro de Ruggiero M.A. S)

Observamos que a funcdo Si(X) € continua, mas ndo € derivavel em todo o
intervao (Xo, X4), umavez que S'1(X) ndo existeparax =x;, 1L£i £ 3.

Podemos optar também por, a cada trés pontos. Xi, %+1, X+2, passar um polinbmio
de grau 2 e neste caso, teremos também garantia SO de continuidade da funcdo que vai
goroximar f(x).

Figura4.6.2 (ver livro de Ruggiero M.A. S)

No caso das fungbes spline, a opcdo feita é gproximar a fungdo tabelada, em cada
subintervalo [%, X%+1], por um polindmio de grau p, com agumas imposi¢des sobre a funcéo
conforme a definicdo aseguir.

Definicdo 4.6.1:

Consdere afuncao f(x) tabelada nos pontos xp < X3 < ... < X,.
Uma fungéo $(x) € denominada spline de grau p com nds nos pontos %, i = 0, 1,
..., N, se satisfaz as seguintes condigoes:.

a) em cada subintervalo [x, %+1], 1 =0, 1, ..., (n — 1), S(x) € um polindmio de
grau p: s(X).

b) Sy(x) € continua e tem derivada continua até ordem (p— 1) em [a, b].
Se, dém disto, Sy(x) também satisfaz a condicéo:

c) S(x) =f(x),i =0, 1, .., n, entdo seréa denominada spline interpolante.

A origem do nome spline vem de uma régua eédtica, usada em desenhos de
engenharia, que pode ser curvada de forma a passar por um dado conjunto de pontos (X;,
yi), que tem o nome de spline. Sob certas hipdteses (de acordo com a teoria da elagticidade)
a curva definida pela régua pode ser descrita gproximadamente como sendo uma fungdo por
partes, cada qua um polinbmio clbico, de td forma que da e suas duas primeiras derivedas
sd0 continuas sempre. A terceira derivada, entretanto, pode ter descontinuidades nos pontos
xi. Td funcdo é uma spline clbica interpolante com nGs nos pontos %, segundo a definicdo
anterior.



4.6.1- SplineLinear Interpolante

A funcdo sline linear interpolante de f(x), Si(x), nos nos %, %, ..., % pode ser
escrita em cada subintervalo [%-1, x],1 =1, 2, ..., ncomo

300 =100 ) et

Verificagdo:
a) Si(x) épolinbmio de grau 1 em cada subintervalo [%_1, Xi], por definicao;
b) Si(x) € continua em (%-1, %), por definicdo, e, nos nés X, redmente § esta

bem definida, pois.
s(%) = $+1(%) = f(x) P Si(x) é continua em [a, b] e, portanto, S(x) € saline
lineer;
c) Si(x) = s(x) =f(x) P Si(xX) é spline linear interpolante de f(X) nos nds X, xi,
Exemplo 4.6.1:

Achar afuncéo spline linear que interpola a fungéo tabel ada:

Xo X1 X2 X3
X 1 2 5 7
f(x) 1 2 3 25

De acordo com a definicéo,

X1 - X X- X
$1(x) = F(X0) —2—— + f(x1) 0 -
Xl-XO Xl-XO
2- X x-1 <
=1 = +22"=2-x+2x- 2=x,x1 [1 2]
2-1 2-1
Xo = X X-X
$(X) = f(xg) —2——+T (X5) 1
X2 - X1 X2 - X1
=227 X4 3X 226 y)+x- 2=2(x +4) x1 [2,5]
5-2 5-2 3 3
Xq - X X- X
S3(X) = f(x) ——— + f(Xg)——2
X3 - X2 X3 - X2
7-X x-5 1 -
=3 + 25 =—(- 0.5x+85),x 1 [5,7].
— — ( ), x1 [5,7]
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4.6.2- Spline Cubica I nterpolante

A gpline linear gpresenta a desvantagem de ter derivada primeira descontinua nos
nos.

Se usamos splines quadrdticas, teremos que S(X) tem derivadas continuas até
ordem 1 apenas e, portanto, a curvatura de $(x) pode trocar nos nés. Por esta razdo, as
splines clibicas sGo mais usadas.

Uma spline clbica, S(x), € uma fungdo polinomid por partes, continua, onde cada
parte, sq(x), € um polindmio de grau 3 no intervalo [X-1, Xk], k=1, 2, ..., n.

S3(x) tem a primeira e segunda derivadas continuas, 0 que faz com que a curva
S3(x) ndo tenha picos e nem troque abruptamente de curvatura nos nos.

Vamos reescrever a definicdo de spline clbica interpolante:

Supondo que f(X) estga tabelada nos pontos X, i = 0, 1, 2, ..., n a funcdo $(x) €
chamada spline clbica interpolante de f(x) nos nos x, i = 0, ..., N e exigem n polindmios
degrau 3, sc(x), k=1, .., ntasque:

i) Ss(X) =s(X) parax | [X-1, %], k=1, ..,n

i) Ss(x)=f(x),i=0,1,..n

i) s =9+1(%), k=1,2,...,(n-1)

V) Sk(%)=Sk+1(), k=12, .., (n=1)

V) S k() =S k1(%), k=1,2, .., (n=1)

Para smplicidade de notago, escreveremos &(x) = a&(X — %)° + bk(X — Xcf’ + ac(x
—X) +de, k=12, ...,n

Assim, ocdculo de $(x) exige a determinacéo de 4 coeficientes para cada k, num
total de 4n coeficientes. &, b1, c1, di, a, by, ..., @&, bn, Cn, dn.

Impondo as condigdes para que S3(X) sga spline interpolante de f em Xo, ..., >
teremos:

(n + 1) condigBes para que S;(X) interpole f(x) nosnos,

(n — 1) condigdes para que S3(X) estgja bem definida nos nés (continuidade de
Ss(X) em [xo, %]);

(n—1) condicBes para que S'3(x) sgacontinuaem %, X,]; €

(n — 1) condicdes para que Sé(x) sgja continua em [xo, %], num totd de (n + 1 +

3(n— 1)) = 4n — 2 condigdes. Portanto temos duas condigbes em aberto. Essas condigdes
podem ser impogtas de acordo com informagdes fisicas que tenhamos sobre o problema etc;
citaremos mais adiante algumas opgdes, dentre as mai's usadas.

De acordo com a definicdo que demos para cada s(X), a condicéo (i) da definicdo
Ss(X) esta automaticamente satifeita

Paraimpor acondicdo (ii) montamos, parak = 1, ..., n, as equacies.



(1) s«(X) = dk =f(x), as quais devemas acrescentar mais a equacao:

(2) si(x0) =f(x0) P - alhi3 + blhf - ¢1hy +dqy =f(Xg) onde usamos a notagdo hx
= X —Xk-1, cOmMk = 1.

A condicdo (jii) é satisfeita através das (n — 1) equagbes: parak = 1, ..., (n —1),
Sr1 (%) = (%), ou sgja

Q) - ak+1h§’+1 + bk+1h§+1 - Ciarhie +dia =F(Xy)
Paraimpor as condicdes (iv) e (v), precisaremos das derivadas das s«(X):
(4) Sk(X) = 3adX — X)? + 2bk(X — Xk) + &

(5) Sk (X) = Bax —xx) + 2bx.

Observamos que s]; (Xk)= 2bx. Assm cada coeficiente by pode ser escrito em

funcdo de s'l; (Xk):
(6) b = w

Anaogamente, como s]; (Xk-1) = — 6akh + 2bk, podemos também escrever a em
funcdo das derivadas segundas nos nos, pois

_ 2by - si(Xge1) Sk (%) - Sk (X-1)
ak_ =
6hy 6hy

e, impondo agora a condi¢do (v), (si; (Xk-1) = s]; -1(X-1)), obtemos:

Se (X)) - Se_1(X
(7) & = k(Xi) 6hk-1( k'l). Observamos que, no caso k = 1, estamos
k

introduzindo umavariavd, 56 (Xp) , arbitraria.

Uma vez que tk = f(x) e ja expressamos a € by, podemos usar (2) e (3) para
termos ¢ também em funcdo das derivadas segundas nos nds. Observamos que
tirar g daequacdo (2)e, parak =1, ..., (n — 1) usar (3) € 0 mesmo que, parak =1,
2, ..., n, termos:

- f(x.1) - aghy +bihZ +dy

(8) c= e

91



f(Xk)- f(Xk-1) 2
= - (ahg - b h
e (akhy - bhy)

_F(x) - F(Xpen) sk (Xk) - S,|;(Xk-1)]h _ Mh H
hi } 6 ‘ ? k)';

ou sga

o = ) - F(Xi1) | - 25 (Xi)ic = Sk (K- )i
hy 6 '

Se usarmos mais notagtes
sk(%) =& e

f(x) = yk, teremos:

Ok - 9k-1
9 - 2R JK-1
(9) & 6h,
dk
10 b = ==
( ) Kk >
(11) o = gyk " Yk-1 2h, 9k +9k-1hk H .
g hk 6 5
(12) dk:yk.

Assim para k = 1, 2, ..., n, podemos cacular todos os coeficientes de (x) em
funcdo deg = s'j, %),]=0,1,...,n.

Impondo agora a condicdo (iv) que ainda ndo foi utilizada, Sk(Xk) = S k+1(%), kK =
1,2, .., (n—-1)teremos.

S,k(Xk) =& = 3a(+1hﬁ+1—2bk+1 hi+1 + Cke1
donde Cy+1 = Ck — 3a<+1hﬁ+1 +20k1 M1
e usando (9), (10) e (11)

Y1~ Vi o 2h419k+1 9k _
Pi+1 (8
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_ Yk - k-1, 2hkQk +Ok-1hk Bk~ Ok ghk+l+2§&’gk+1hk+12.
hi 6 e 6 g e 2 g

Agrupando os termos semelhantes, parak =1, ..., n—1,

% [hGr + (2 + 3t — M)k + (B — 3t —2heea)get] =

_ Yk#1- Yk Yk - Yk-1
hy 1 hy

ou sga

. - Y1 O
(13) hger +2(h + he)ge + henges :eg’kﬁk Vi . Yk h:"‘ 13
+1 2

que € um sstema de equagdes lineares com (n — 1) equagdes (k = 1, ..., (n — 1)) e
(n+ 1) incognitas. o, &1, ..., Gh-1, Gh € portanto, indeterminado, Ax = b
ondex = (@, G1, ..., G)"

845‘1 2(hq +hy) h,

ho 2(h, +h3) h4

g el e e O

N Gn-1 (n+1)

DO O vO O vO O

hn-1 2(hn-l+hn) h

® Y2-Y1 Yi1-Yo O
c :
9 h2 h]_ -
G Ys-Y¥o Y2-¥1 %
g h3 hy -
b:6g —
¢ N
¢ N
g . -
CYn-¥n-1_Yn-1-Yn-2+
8 hn hp-1 b(n-l) 1

Para podermos resolver esse sstema, de forma Unica, teremos de impor mais duas
condigdes conforme j& comentamos.
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De posse da solucgo, af ent&o poderemos determinar &, by, c« € di para cada s (X) .

Algumas alter nativas:

1) S3(Xg)=0o =0e S3(X;,) =gy =0, que é chamada spline naturdl.

Esa excolha é equivdente a supor que os polindmios clbicos nos intervaos
extremos ou 20 lineares ou proximos de fungdes lineares.

2 GO = G, Gh = Ohi1, Que € equivdlente a supor que as clbicas S0
aproximadamente pardbol as, nos extremos.

3) Impor vaores para as inclinagbes em cada extremo, por exemplo S'3(x)) = Ae
S '3(X») =B, 0 que nos fornecera as duas equages adicionais.

S1(X)) =3’ —2bth +ct = A
S'n(X) =G =B.
Exemplo 4.6.2:

Vamos encontrar uma gproximagdo para f(0.25) por spline cibica naturd,
interpolante databela:

X | 0 0.5 1.0 1.5 2.0

() | 3 18616 —05571 -4.1987 —9.0536

Temos 4 subdivisdes do intervalo [0, 2.0], donde n = 4, e portanto temos de
determinar 51(X), $2(X), S3(X) es4(X) resolvendo, paral £k £ 3(n—1=3), 0 Sstema

] - Y16
(14) hger + 2(he + hen)ge + hetbot :6?k;1k Yk _ Yk h:k 19
+1 ﬂ

No nosso exemplo, hk =h=0.5. Assm (14) fica

6
(15) hgca +4hgk + g1 = F(Ykﬂ — 2k + Yk-1)

i 6
ihgo +4hg1 +hgy :H(YZ - 2y1+Yo)
:

1 6
ihgy +4hg, +hg3 :F(Y3 - 2y5 +Yq)
i

{12 + 405 +has =2 (4 - 2¥3 +2)



Como queremos a spline clbica naturd, go = g = 0, e entdo 0 Sstema a ser
resolvido ser&

gh h 0@ a2-2y1+Yob
¢ € T -
¢h 4h hgp+=rcys- 2y2+yr+
§0 h 4hiosy  &Y4- Y3+Y2p
e subgtituindo osvaloresdeh edey, 0£i £ 4,
o = —6.252

o =-4111

o = —6.6541

Levando estes valores em a, bk, & e dk encontramos S(x), $(X), s(X) e s(X).
Como queremos uma aproximagdo para f(0.25), f(0.25) » $(0.25) e s(x) = a(x —
x1)® + by (X — x1)? + c1(Xx —x1) + dy onde, por (9), (10), (11) e (12)

a = d1- 90 _- 6'6541:-2.2180
6h 3

by = 971 = .3.3270

o = yl-hyo L2091+ 90h _ 54000

d; =y, = 1.8616

51(0.25) =—2.2180 (-0.25)° — 3.3270(0.25)? — 3.3858(-0.25) + 1.8616 = 2.5348.
Assm, por spline cUbica naturd interpolante

f(0.25) » s1(0.25) = 2.5348

4.6.3- Exercicios (ver Ruggiero paginas 256 a 261, exercicios 1 ao 18)
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