4.4- Forma de Newton-Gr egory para o polindmio inter polador.

No caso em que os nos da interpolagdo %, X, ..., % S80 igualmente espacados,
podemos usar a forma de Newton-Gregory para obter p,(X). Estudaremos inicidmente o
operador de diferencas ordinarias

Sgam Xxg, X, X%, .. pontos que se sucedem com passo h, isto & X% = X + jh.
Chamamos operador de diferencas ordinarias:

Df (x) =f(x + h)- f(x)

D?f (x) = Df (x +h)- Df (x)

.D”f(x): D" % (x +h)- D" % (x)
e naturamente Df (x) = f (x)

Da mesma maneira que com as diferencas divididas, conhecida f(x) ou conhecidos
seusvaores em xo, X, ..., X, podemos congtruir uma tabela de diferencas ordinérias.

X fx) DF (x) D% (x)

Xo f(%0)
Df (x )

w | 7% )
Df (xy)

X2 f(e) D?F (x1) etc.
Df (x2)

X f06) '

Exemplo 4.4.1:
Sgaf(x) tabelada abaixo:
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x | -1 0 1 2 3
| 2 1 2 5 10

A tabela de diferencas ordinérias sera

X (x) o) p(x) o)

1
1 2 >
3 0
2 5 5
5
3 10
Teorema4.4.1
Ser = Xo +jh,j = 0’ 1’ 2’ . nmta)f[)(o, X, oo Xn] — an (Xo) .
h™n!
Demonstraggo (por indugéo)
Paran=1
fxg ] = f(x1)- F(xo) _f(xo +h)- f(xo) _ Df(xo)
0:X1 XL~ Xg n h(ﬂ)
SLpondo que D, %o - %o.1] = 22 0) g
f[X01X1, ...,Xn]: f[xl X2 """ Xn]-f[X01Xl ----- Xn_1]=
Xn - Xo




_ d‘l-lf(XO +h)- [j’]_lf(Xo) _ an(Xo)
h"1f (n- 1) nh h™n!

4.4.2- A Formade Newton-Gregory

i) Conddere atabda:

X | X X1 Xn
f) | fo)  f(x) f(Xn)

onde os nés de interpolacdo sdo taisque: xj +1— X =h,j =0, 1, ..., (n = 1).

Partindo de forma de Newton para p.(X) e usando o teorema anterior, verifique
que:

pn(X) =f(50) + (X ~ X0) M + (X = X)X = X1) _Dzzfrfgo)

D'f (x
(X =Xo)X =) .. (X_Xﬂ—l)#-
h'n!
gue é aforma de Newton Gregory para o polindbmio interpolador.

+ ..+

i) Usando aforma de NewtonGregory para ps(X) obtenha uma aproximagéo
paraf(2.7), onde f(x) € umafuncdo tabelada a seguir:

x | 1 2 3 4 5
f | O 13863 21972 27726 3.2189

iii) A forma de Newton- Gregory para pn(x) pode ser smplificada, se usarmos
uma mudanca de varidves.

X - Xp

S= P x=sh—x

dai,
(Xx=%) =sh+x— (0 +jh)=(s-)h

Usando trocade variavels, escrevaaformagera para pn(X).

4.5- Andlise do erro na I nter polacéo Polinomial

Como j& observamos, a0 = goroximar uma funcdo f(x) por um polindmio
interpolador de grau £ n, comete-se um erro, ou sga

En(X) = f(X) — pn(X) paratodo x no interval o [Xo, %] .

O estudo do erro € importante para sabermos quéo proximo f(x) esta de pn(X).
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Um mesmo polindmio interpolador p(x) pode interpolar duas fungdes f(x) e H(x)

em X e X%, de ta forma que o erro E%(x) = fi(X) — pr(X) possa ser maior que Elz(x) = f(X)
—pix), " xT (%0, %).

Isto ocorre pois o erro, neste caso, depende da concavidade das curvas, ou sga, de

f17(x) e (X).

A seguir é posto um teorema que define a expressdo exata do erro quando

gproximamos f(x) por pn(X) paran qualquer.
Teorema4.5.1 (Teoremado Resto de L agrange)

Xn] .

Sgam xg <X <X <...<Xp, (h+ 1) pontos.
Sqgja f(x) com derivadas aé ordem (n + 1) para todo x pertencente ao intervalo [Xo,

Seja pn(X) 0 polindmio interpolador de f(X) nos pontos Xo, X1, ..., Xn.
Ent&o, em quaquer ponto x pertencente ao intervalo [Xo, X,], 0 erro € dado por
f (n+1) (x4)

En) =10 = Prlo) = (X =X0)X=1)x =) .. (X =X0) —(ery

onde X, T (X0, Xn).

Demonstracéo

Seja G(X) = (X — X)X — X1) . (X =X%n), " X T [Xo, X]. Entdo parax = X temos (i)

= pn(X), pois G(x) = 0 P Eq(x) =0, donde a férmula do erro esta correta parax = %, i = 0,

ey N

por

Xn].

Paracadax 1 (X, %), X X%, i =0, .., n, sga H(t) uma funcdo auxiliar, definida

H(t) = E;()GH) — E(G(X), t I [Xo0, Xa].

H(t) possui derivadas até ordem n + 1, pois.

f(t) possui derivada até ordem n + 1 por hipotese e

pn(t) possui derivadas até ordem n + 1; entdo

En(t) = f(t) — pn(t) possui derivadas até ordem n + 1.

G(t) possui derivadas até ordem n + 1, pois é polindmio degrau n + 1.

Assam, E,(X)G(t) — Ex(t)G(X) = H(t) possui derivadas até ordem n + 1.

Verificaremos, a seguir, que H(t) possui pelo menos (n + 2) zeros no intervao [Xo,

Parat = xi, i =0, ..., n, temos que E,(t) = 0 e G(t) = 0, donde H(x) = E.(X)G(x) —

En(%)G(X) =0,i=0,1, ..., ne paat =X, H(X) = B(X)G(X) — E,(X)G(x) =0

Assim, Xo, X1, ..., Xn, X S0 Zeros de H(t).

Concluindo, temos que a funcdo H(t):

i) esta definida no intervalo [Xo, Xn];

i) possui derivadas até ordem n + 1 nesse intervalo;
i) possui pelo menos n + 2 zeros nesse intervalo.
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Portanto, podemos aplicar sucessvamente o teorema de Rolle a H(t), H'(t), ...
H™t), a saber:

H’ (t) possui pelo menosn + 1 zeros em (Xo, Xn);
H'’ (t) possui pelo menos n zeros em (Xo, Xn);

H™* 1 (t) possui pelo menos um zero em (%, ).

Mas, H(t) = Ea(X)G() — EQ)G(X) P
b HO*D(t) = 6™ V) — EMY (1) G(x).

Agora, EX 1) =1 (1) p{m (1) =1 ) (1) (pyotemgraun)
G(t) = (t—Xo)(t—X1) .. (t—Xn)
P G V()= (n+1)
Assim, H"* D (t) = B,(x)(n + 1)! = f"* D1)G(x). Sendo X um zero de H(n + 1)(t),
H* D(x) = (n+ DIEa() — " " P(x,)G(x) =0

_ f(n+l)(x )
P 51(X)—G(X)T1)!X
(n+1) -
P En(X) = (X =X0)(X— X1) ... (X—Xn)f(n—_|_(1)3!x), Xy I (X0, Xn).

Observamos que, ao gproximarmos f(x) por um polinbmio de nterpolagdo de grau
£ n, 0 ero cometido esta relacionado com a derivada de ordem (n + 1) de f(x), o que
confirmaa observagéo feitano exemplo 5.

Exemplo 4.5.1:

Sga o0 problema de se obter In(3.7) por interpolacdo linear, onde In(X) esta
tabelada abaixo:

x | 1 2 3 4
I | O 06031 10986  1.3863

Comox =371 (3,4), escolheremosxo = 3ex = 4
Pela forma de Newton, temos:

p1(X) =f(%0) + (X = X)f [0, X1] = 1.0086 + (x —3) (1-3863; 13-0986)

p1(X) = 1.0986 + (x —3)(0.2877) P py(3.7) = 1.300.




Dado que, com quatro casas decimais|n(3.7) = 1.3083, o erro cometido € E(3.7) =
In(3.7) — p1(3.7) = 1.3083 — 1.3=0.0083=8.3 " 1073

Queremos, neste exemplo, mostrar gue X, que aparece na expressao do erro do
teorema anterior éta que, Xx | (3,4) | (1, 4).

E1(X) = (X —Xo)(X — xl)M Xy 1 (%0, ).

2
Parax = 3.7,
_ Fx) _gar 1o
E1(8.7) =(3.7-3)(3.7—49) 5 8.3 10°.

Agora, f7(x) = —21 :
X

1
%

Ent2o, (0.7)(— 0.3) - 83 102 e comox.1 (3,4),
teremos Xy = 3.5578.
E natural que, sex * 3.7, X, T 3.5578.

Teorema4.5.2

(n+1)
f[Xo, X1y ooy Xny X] = f(n—(XX)

+1) X T (%0, %) €Xx T (Xo, %)

Demongtragéo vide Ruggiero p. 232.

4.5.1- Expressdo do Limitante parao ero

A formulapara o erro, expressa por:
£ (x, )

W,XXT (X0, %n)

En(X) = (X —X0)(X — X1) ... (X — %)

tem uso limitado na prética, dado que serdo raras as Stuagbes em que conhecerenns

fn*D(x), e 0 ponto xx nunca é conhecido.

A importncia da formula exata para E,(X) € tedrica, uma vez que é usada na
obtencdo de edimativas de ero paa as formulas de interpolacdo, diferenciacdo e

integracdo numérica
Estudaremos a seguir dois corolarios do Teorema 2, que relacionam 0 erro com um
limitante de £ * Y(x).

Corolério 4.5.1

Sob as hipéteses do teorema 2, se " * Y(x) for continua em | = [xo, %], podemos
escrever a seguinte relacdo:



M n+l

|En () = ff (x)- pn () £J(x- x0 )X~ xq)...(x - xn)lm
onde My 1 = X ‘f (1) (x)‘ :
Vide demonstracéo Ruggiero p. 234.

Corolario 2

Se adém das hipdteses anteriores os pontos forem iguamente espacados, ou sga,

X1 =X =X —=X1= ... =X —Xn-1 =h,
entéo
hn+1M
f(x)- pp(x) < ——2L
| (x) - pn( )| 4n+1)
Observe que 0 mgjorante acima independe do ponto x considerado, X [, Xn]
Exemplo 4.5.2:

Seja f(x) = € + x — 1 tabelada abaixo. Obter f(0.7) por interpolacio linear e fazer
umaandlise do erro cometido.

x | 0 0.5 1.0 15 2.0
fo | 0.0 11487 27183 49811 8.3890

P1(X) =f(0) + (X —X0)f[ X0, X4].
x=071 (05/1),entdox =05ex =1

p1(X) = 1.1487 + (x —0.5)392'71?3 '01&'31487 9= 11487 + (x —0.5)3.1392
e - U (%]

p1(0.7) = 1.7765.

Neste caso, temos condi¢do de calcular o erro exato, dado por
[E1(0.7) = [f (0.7)- p1(0.7) =[1.7137- 1.7765 =|- 0.0628 = 0.0628

Oscorolarios 1 e 2 nos fornecem as seguintes majoragdes para o erro:

a) Corolaiol(emx=0.7)

M,

B (07)£[07- 05)0.7- 1) =2



ondeM = xT 02 ff(x) =" =2.7183
Entzo, |E;(0.7) £ 0.0815 (reimente, |E1(0.7) = 0.0628 < 0.0815).

b) Corol&io2: paratodox 1 (0.5, 1), temos:
2 2
Eq(x) < %Mz = %(2.7183) =0.0850

que também confirma o resultado obtido para o erro exato.
4.5.3 Edimativaparaoero

Se a fungdo f(x) € dada na forma de tabela, o valor absoluto do erro |En(x1 s6

pode ser edtimado. Isto porque, neste caso, ndo € possivd cacular Mn+1; mas, se
congtruirmos a tabela de diferencas divididas até ordem n + 1, podemos usar 0 maior vaor

M
(em médulo) destas diferengas como uma aproximacao para L g intervalo [0, Xn]-

(n+1)
Neste caso, dizemos que
En(x) »[(x - x)(x - x1)--(x - xp,)| (méx | diferencas divicides de ordem n + 1|)

Exemplo 4.5.3:
Sgaf(x) dadanaforma:
x | 02 0.34 04 0.52 0.6 0.72
fx) | 0.16 0.22 0.27 0.29 0.32 0.37

a) Obter f(0.47) usando um polinbmio de grau 2.
b) Da umaestimativa parao ero.

Tabelade diferencas
X Ordem0O Ordem1 Ordem?2 Ordem3
0.2 0.16
0.4286
0.34 0.22 2.0235
0.8333 -17.8963
% = 0.4 ~3.7033
x =052 | 029
0.375 —2.6031
X = 0.6 0.32 0.2085
0.4167

0.72 0.37



Deve-se escolher trés pontos de interpolagdo. Como 0.47 1 (0.4, 0.52), dois pontos
deverdo ser 0.4 e 0.52. O outro tanto pode ser 0.34 como 0.6. Escolheremos % = 0.4, x =
0.52ex,=0.6.

P2(X) = f(x0) + (X = Xa)f[X0, X1] + (X —Xo)(X — X)f[X0, X1, %]

=0.27 + (x — 0.4)0.1667 + (x — 0.4)(x —0.52)(1.0415).

a) p(0.47) = 0.2780 » £(0.47)

b) |E(0.47)|» |(0.47 — 0.4)(0.47 — 0.52)(0.47 — 0.6)| |18.2492)
»8.303 1073,
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