4 — APROXIMACAO DE FUNCOES

4.1- INTERPOLACAQ POLINOMIAL

Introducdo: A interpolacéo

Interpolar uma funcdo f(x) condste em aproximar essa fungdo por uma outra
funcdo g(x), escolhida entre uma clase de fungdes definida a priori e que satisfaca dgumeas
propriedades. A funcdo g(x) é entdo usada em subgtituicdo a funcado f(x).

A necessdade de se efetuar esta substituicdo surge em varias Situagdes, como por
exemplo:

a) quando sfo conhecidos somente os vaores numeéricos da fungdo para um
conjunto de pontos e é necessirio cdcular o vaor da fungdo em um ponto ndo
tabelado;

b.) quando a funcdo em estudo tem uma expressdo tal que operagbes como a
diferenciacdo e a integracdo sfo dificais (ou mesmo impossivels) de serem
redizadas.

4.1.1- Interpretacdo geométrica

Condderemos (n +1 ) pontos didintos X, X1, ... , %, chamamos nds da
interpolacao, e os vaores de f(x) nesses pontos: f(x), f(x), ..., f(X).

A forma de interpolacéo de f(x) que veremos a seguir, consste em se obter uma
determinada funcéo g(x) ta que

Geometricamente, um esbogo da interpolante g(x) sobre a funcdo f(x) € visto na
figura3.1.

Em paticular, s g(x) = Py(X), onde P, € um polindmio de grau n, entéo a
interpolacdo é denominada de interpolacéo polinomid.

Observamos que:

i) exigem outras formas de interpolacdo polinomia como, por exemplo, a
férmula de Taylor, a interpolagdo por polindmios de Hermite e do tipo
“goling’, para as quais as condigdes sfo outras,

ii.) Assm como g(x) foi escolhida entre as fungbes polinomiais, poderiamos
ter escolhido g(x) como funcdo raciond, fungdo trigonométrica, etc. Um



caso que explora combinacdoes de fungdes trigonométricas, em campo red
ou complexo, é o gproximante definido a partir da série de Fourier;

iii.)  exige também o caso polinomid n&o interpolante, tal como, 0 goroximante
de fungdes por minimos quadrados.

Em qualquer um dos casos citados, estes encontramrse inseridos em um tépico
mais geral chamado apr oximacado de fungdes
A interpolacéo polinomia que sera visté sera a de Lagrange e a de Newton.
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Figura4.1 — esboco de uma funcdo f(Xx) e de sua interpolante g(x), paran =4 ( 05
nds).

Definicdo 4.1- I nterpolacdo Polinomial

Dados os pontos (X, f(Xo0)), (X1, f(x1)), ..., (%, f(X1)), portanto (n + 1) pontos,
queremos gproximar f(x) por um polindmio pn(X), de grau menor ou igud an, ta que
f)=pn() k=0,1,2,...,n

Surgem agui as perguntas. existe sempre um polindmio pr(X) que satisfaca estas
condi¢Bes? Caso exista, ele é Unico?

Representaremos py(X) por:

Pn(X) = 3+ agX + @x + ... + axX".

Portanto, obter pn(x) Sgnificaobter os coeficientes &, ay, ..., an.

Da condicdo pn(x) = f(xk), * k =0, 1, 2, .., n, montamos 0 seguinte Sistema
linear:
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}ao +oaxg +oaxg + -+ oaxd = flxo)

s * oaxy + oaxf + -+ oaxd = f(x)
i

|

‘.

;

- :

tag + ax, + aXp + o+ oaxp = f(xn)

comn+ 1 equagdesen + 1 vaiaves a, a, ..., an.

A matriz A dos coeficientes é
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que é uma matriz de Vandermonde e, portanto, desde que o, X1, ..., % Sg§am pontos
digtintos, temos det (A) * 0 e entéo, o Sstema linear admite solugdo Unica
Demonstramos assm 0 seguinte teorema:

Teorema 4.1 —Existéncia e unicidade do Polinbmio | nter polador

Existe um Unico polindmio p(X), de grau £ n, ta que p(%) = f(), k =0, 1, 2,
., N, desdequexc ! x,j 1 k.

4.2- Forma de L agrange do Polindbmio de | nter polacdo

Sgam Xo, X1, ..., %n, (N + 1) pontos digtintosey; =f(x),1 =0, ..., n.

Sgja pn(X) o0 polindmio de grau £ n que interpola f em X0, ..., xn. Podermos
representar pn(x) na forma pa(X) = yoLo(X) + yiLa(X) + ... + WLn(X), onde os polindbmios
Lk(x) sBo de grau n. Para cadai, queremos que a condicdo pn(Xi) = yi sgja satifeita, ou sgja

Pn(%) = YoLo(Xi) + yaL1(x) + ... + YnLn(%}) = Vi

A formamais smples de se satisfazer esta condi¢éo € impor:

0 sek?ti _ N
Li (%) = %1 ko ©paaisD definimos Ly(X) por
L(X) = (X - Xo)(x - Xl)---(x' Xk-1)(X 5 Xk+1)---(X - xn)

(Xk - Xo)(Xk - Xl)---(Xk - Xk-l)(xk - Xk+1)---(Xk - Xn).
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E f&dil verificar que redmente

Lk(xk):le
Lk(x)=0sei t k.

Como o numerador de Li(x) € um produto de n fatores da forma:

(x - xi), i=0,..,n i 1Kk, entdo Lk €um polindmio de grau n e, assim, p(x) é
um polinémio de grau menor ou igud an.

Além disso, parax =X, 1 =0, ..., ntemos:

n
Pnlxi)= & YLk (xi)=yiLi(xi)=vi
k=0
Ent&o, aforma de Lagrange para o polindmio interpolador &

n
pn(¥) = & Ykbk (%)

k=0

onde

O k- X;)

j=0
Li(x)= Jnlk

b(xk'xj)

j=0

Itk

Exemplo 4.2.1: (Interpolagéo Linear)

Faremos agui um exemplo tedrico para interpolacdo em dois pontos distintos: (Xo,
(%)) e (x, f(xa))-

Assm, n é igud a 1 e por ido, a interpolacdo por dois pontos € chamada
interpolacéo linear.

Usando a forma de Lagrange teremos.

p(X) = YoLo(x)+ y1L1(x), onde

_ (x-xg) _ x-xo)
Ho09 = (Xo - Xl)’ H09 = (Xl' Xo)'
(x - xq) ys (x - xg) oussia

Asim, p1(X) = Yo (xg - X1) (x1 - xo)
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(x1- x)yo +(x- xo)ys
(x1 - Xo)
que é exatamente a equacdo dareta que passa por (Xo, f(>0)) € (X1, f(X1)).

p1(X) =

Exemplo 4.2.2:
Sgaatabela

X | -1 0 2
) | 7 1 1

Pela forma de Lagrange, temos que:
p2(X) = YoLo(x)+ y1L1(x) +yL o(x), onde:
Lo(X) = (x xl)(x x2) _ (x-O)(x-Z) :x2-2x
(%o - Xl)(XO Xz) (- 1- 0)( 1- 2) 3
_X

Assm naformade Lagrange,

2 2 2 0
pa(x) = 4? 32X9 R T e

0
a%'ZBSGB

Agrupando os termos semel hantes, obtemos que pz(x) = 1- g X + %x 2.

4.3 - Forma de Newton do Palinbmio de | nter polacdo

A forma de Newton para o polindmio p(X) que interpola f(x) em X, X, ..., X,
(n+ 1) pontos digtintos € a seguinte:

() = do +dy(x - Xg) +dp(x - X)X - Xq)+--+dp(x- xg)(X - Xq)-++(x- Xp.1)

No que segue, estudaremos.
1) 0 operador diferencas divididas, uma vez que os coeficientes ¢, k = 0, 1,

... N acima sdo diferengas divididas de ordem k entre os pontos (X, f(x)),
j=0,1, ..,k

i) a deducdo da expressio de p,(x) dada por:
P(x) = dg +di(x - Xg) +dp(x - X)X - xq)+--+dp(x- xo)x - xg)-(x - Xxp.1)
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4.3.1- Operador_diferencas divididas
Sgaf(x) umafungéo tabeladaem n + 1 pontos distintos: X, X1, ..., Xn.

Definimos o operador diferencas divididas por:

: (Ordem Zero)
&[xo]=f(xo)

gf[x X ]:f[xl]' fxo] :f(xl)' f(xo) (Ordem 1)
g e e (Ordem 2)
éf[x X1,X ]:f[xl’XZ]' 1E[XO’XI]

g R X2 %o (Ordem 3)
gf[Xo,xl,szg]: f[X1’X2’XXC’:]: :([XO’XLXZ]

é 3- %0

e

é

é

e .

é

%[XO,XJ_,Xz,---,Xn]:f[xl’xz’“.’xn]- f[XO’Xl’XZ!"'1Xn-1] (Ordann)
8 Xn - Xp

Dizemos que f[x, X, ..., %] € a diferenca dividida de ordem k da funcdo f(x) sobre
osk + 1 pontos: Xo, X1, .., Xk-

Dada uma funcdo f(x) e conhecidos os vdores que f(x) assume nos pontos
digtintos X, X1, ..., %, podemos construir atabela

X Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem n

X |fxo]
F[Xo, x1]

Xt |f[xd] f[Xo, X1, X2]
Fx1, %] f[xo, X1, X2, X3]

X |l f[X1, X2, X3]
Flx2, %] X1, %, X3, Xa]

3 |f[xs] f[x2, X3, Xa] ' f[xo, X1, X2, ..., Xn]
FXs,%4] ' '

X |f[x] ' ' f[Xn-3, Xn-2, %n-1, Xn]

: : f[Xn-2, Xn-1, Xn]
. : FXn-1, %]
X ]
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Exemplo 4.3.1:

Sgaf(x) tabelada abaixo
X | -1 0 1 2 3
f(x) | 1 1 0 -1 -2
Suatabela de diferencas divididas &
X Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
-1 1
0
0 1 1
2
-1 1
6
1 0 0 1
24
-1 0
2 -1 0
-1
3 -2
Onde
flxq[- f|x 1-1
f[xo, X1] = [ 1] [ 0] - =0
Xl- XO 1
fIxof- flx 0-1
flxe, %] = [2] [1]: =1
Xo- X1 1-0
f[xq,%5] - f[xg.%q] _-1-0_-1
f = = -
[XO’ - XZ] X2 - Xp 1+1 2
f X0, X2~ f|Xq,X -1+1
f[xe, %, Xa] = [2 3] [l 2]: =0
X3- Xl 2-0

X0, X1, X, X6] = fxe.x2.x5]- flxo. X0, %0 _ 0+Y2 _ 1

X3- Xg 2+1
Procede-se desta forma até obter-se todos os termos da tabela de diferencas

divididas.
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Propriedade 4.3.1

Asformas de diferencas divididas satisfazem a propriedade a seguir:
f[x0, X, ..., %] € Smétrica nos argumentos, ou sga, X, X1, ..., %] = f[Xo, X1, ..,
Xjk] ondejo, j1, ..., jk € qualquer permutagéo de O, 1, ..., k.

Por exemplo,
%0, x1] = flxq]- fxol _ flxol- flx4] _ f[xg,xo].
X1- X Xo- X1
Parak = 2 teremos:
%0, %1, X2] = f[x0, X2, Xa] = f[xa, Xo, %] =f[X1, X2, Xa] =f[X2, X0, X1] = f[X2, X1, Xo].

4.3.2- A Forma de Newton do polindmio interpolador

Sga f(x) continua e com tantas derivadas continuas quantas necessirias num
intervalo [a, b].

Sgama=xo <X <X <..<X% =b, (h+ 1) pontos.

Congruiremos o polindmio p(x) que interpola f(x) em >, %, ..., . Iniciaremos a
construgao obtendo po(x) que interpola f(x) em X = Xo. E assm, sucessvamente,
congtruiremos pc(X) queinterpolaf(x) em xo, Xy, ..., Xk, K=0, 1, ..., n.

Seja p(X) o palindbmio de grau 0 que interpola f(X) em X = %. Entdo, po(X) = f(Xo)
= fDo).

Temos que, paratodo x | [a,b], x * Xo
[xo.x] = Flx]- flxo] _ f(x)- f(xo) b
X- Xp X - Xg
b (x- xo)f[x0,X] = (x)- f(xo)P
P 1) =1 bxo) + - xok 0]
Po(x) Eo(x)
P Eg(x)=f(x)- po(x)=(x- xo)f [x0.X]

Note que Ey(X) = f(X)-po(X) € 0 erro cometido ao se aproximar f(x) por po(x).
Segja agora congtruir py(X), o polinémio degrau £ 1 queinterpolaf(x) emx e x.

Temos que

flxo.x]- flxw.xol _
X- X1

f[x0.x1.x] = f[x1,%0.X] =

fx)- f (xo)

xg el h) ) (k- xgf )

(x- xq) (- x¢)(x - xo)
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Xo.

(x)- f(xo)- (x- xo)f[x1,Xq] b
(x - x0)(x - x1)
b f(x)=f(xo)+(x- xo)f [x1.x0]+ (x- x0)(x- x1)f[x0,x1.X]

=} f[xo,xl,x] :f

pe(x) Eq(x)
Assm,
Pa(X) = wﬂx' xo)f [xo.x1] €
po(X) Q1(X)

Ex() = (X- Xg )X - xq Jf[X0.x1, X].

Verificagdo:
p1(X) interpolaf(x) emx, eem x ?
P1(X0) = f(>0)
f - f
Pa(xa) = F(30) + (31 —o) fba)-fxo) _y (x1).
X1- Xo

Seja ggora construir p(x) , 0 polindbmio de grau £ 2 que interpola f(X) em %, X1,
Temos que:

flx1,x0,X]- f[x2,x1,Xo] _

f[xo0, X1, X2, X] = f[X2, X1, X0, X] =

f[Xo,X]'f[Xl’XO]-f[Xz,XLXO] h
ot )l(X_XZ) |
M-f[x Xo]
(xg)
= E)X'Xl) _f[XZ’Xl’XO]z
(x- x2)

_ F(x)- f(xo)- (x- xo)f[x1,Xo]- (x- xo)(x- X1 )f[x2, %1, Xo] b
(- xo)(x- X1 )(x- x2)

f(x)=f(xo)+(x- xg)f[xg.xg]+(x- xo)x- xq Jf[xg.x1,x2]+
+(x- x0)(x- x1)(x- x2)f[x0,x1,x2,X]

Ent&o,

P2(x) = T (X0 )+ (x- xo)f[xg. x|+ (x- o)X - x1)f[x0, X1, X2] €
pl(X) Q2(X)

E2(X) = (X — Xo)(X — X1) (X —X2)f[X0, X1, X2, X].
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Observamos que, assm como para pi(X) € p2(X), pk(X) = p=1(X) + k(X), onde gk (X)
€ um polinbmio de grau k.

Aplicando sucessivamente 0 mesmo raciocinio para

X0, X1, X2, X3;

Xo, X1, X2, X3, X4,

XO! Xl! X21 R | an
teremos aforma de Newton para o polindbmio degrau £ n queinterpolaf(x) emxo, ..., Xn:

Pn(X) = f(x0) + (X — X0)f[X0, X1] + (X —Xo)(X — XD)f[X0, X1, Xo] + ... +
+ o+ (X =X0)(X = X1)...(X = Xn-1)f D0, X1, ..., X
e o erro é dado por:

En(X) = (X —Xo0)(X — X1) ... (X = X%)f[ X0, X1, +vey Xy X]

Defato, pn(X) interpolaf(x)em », X1, ..., %, pois sendo
f(X) = pn(X) + Ey(X), entéo paratodo né x, k =0, ..., n, temos:

f(4) = pn(%) + En (XK )=pn(xk).
=0

Exemplo 4.3.2:

Usando a forma de Newton, o polinémio py(X), que interpola f(x) nos pontos dados
abaixo, &

x | -1 0 2
™ | 4 T 1

P2(X) = (%) + (X — Xo)f[X0, X1] + (X —Xo)(X — X1)f[X0, X1, %].

X Ordem O Ordem 1 Ordem 2
-1 4
-3
0 1 2/3
-1
2 -1

P2(X) =4+ (x + 1)(-3) + (x + 1)(x - 0)(2/3)
Observamos que, agrupando os termos semel hantes, obtemos

p2(X) = %x 2. gx +1, que é amesma expressao obtida no exemplo 2.



Observamos ainda que é conveniente deixar o polindmio na forma de Newton,
sem agrupar os termos semehantes, pois, quando cacularmos o vaor numerico de pn(X),
para X = a, evitaremos 0 cdculo de poténcias. O nimero de operagbes pode ainda ser

reduzido se usarmos a forma dos par énteses encaixados descrita a seguir:
Dado:

Pn(X) = f(x0) (X — X0)f[%0, X1] + (X —X0)(X —x1)f[X0, X1, X2] +
+ (X —X0) (X — X1)(X — X)f[X0, X1, X2, Xg] + ... +
+ (X —X0)(X = X;)...(X —Xn—-1)f[X0, X1, X2, ..., Xn]
temos que:

Pn(X) = f(0) + (X =X f[x0, Xa] + (X =X {f[X0, X1, %] +
+ (X —%){ f[%0, X1, X2, %] + ... + (X = Xo_1)f[X0, X1, ..., Xn]...}}}-

Um dgoritmo para se cdcular p(a) usando esta forma de parénteses encaixados
seravigto nalistade exercicios no find deste capitulo.
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