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DERIVADA

O problema de encontrar a reta tangente a uma curva e o problema para encontrar a
velocidade de um objeto envolvem determinar o mesmo tipo de limite. Este tipo especial de
limite é chamado derivada e serd interpretado como uma taxa de variacdo

A Reta Tangente

Seja f uma funcéo definida numa vizinhanga de a. Para definir a reta tangente de uma
curva y = f(x) num ponto P(a, f(a)), consideramos um ponto vizinho Q(x,f(x)), em que x #a e
calculamos a inclinagdo (ou coeficiente angular) da reta secante PQ, que é obtida por:

_f0-f@

mp
Q xX—a

Em seguida, fazemos Q aproximar-se de P ao longo da curva y = f(x) ao obrigar x tender
ao ponto a. Se mpg tender a um nimero m (valor limite), definimos a tangente t como sendo a
reta que passa por P e tem inclinacdo m.

¥

Q (x, f(x)

Q

fx) o

fla)
Pla.f (a))/

0 / a v Y 0 /

Definicdo: A reta tangente a uma curvay = f(x) em um ponto P(a, f(a)), é a reta por P que tem
a inclinacéo

im 00— (@)
1 x—a

m=

desde que esse limite exista

Exercicios:
1. Encontre uma equacéo da reta tangente a parabola y = x2 no ponto P(1, 1).

2. Encontre uma equagio da reta tangente a curva y = x® no ponto de abcissa x = 1.

Notas de aula baseadas no livro Célculo v1- James Stewart e Célculo A — Flemming e Gongalves



62
Calculo Il — Profa. Adriana Cherri

H4& outra expresséo para a inclinagdo da reta tangente, as vezes mais fécil de ser usada.
Seh=x-a, entdo x=a+ h e, assim, a inclinacdo da reta secante PQ é:

Qla +h, fla + h))

_f(a+h)-f(a)
PQ T h

Quando x — a, h — 0 (pois h = x — a). Assim a expressdo para a inclinacdo da reta
tangente fica:

m

h—0

i f(a+hr)]—f(a)

Exercicio:
Encontre uma equacéo da reta tangente a hipérbole y = z no ponto P(3, 1).

¥
x+3y-6=0

\(} x

Velocidades

“A velocidade representa a razdo de variag¢do do deslocamento por unidade de varia¢do do tempo”
]

Suponha que um objeto se mova sobre uma reta de acordo com a equacéo s = f(t), na qual
s é o deslocamento do objeto a partir da origem no instante t. A funcdo f que descreve o
movimento é chamada funcéo de posicéo do objeto.

No intervalo de tempo entret =a et = a + h a variagdo na posicao sera de f(a + h) —f(a).

posigio no posigio no
instante f=a  instante t=a+h

0 [ — §

fla+h)—fia)
flay —]
fla+hy ——

deslocamento  f(a+h)-f(a)

A velocidade média neste intervalo €: Vm= -
tempo h

que é 0 mesmo que a inclinagdo da reta secante PQ.
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Qla+h, flat+h))

P(a, fla))

h

=Y

0 a a+th

Se a velocidade média for calculada em intervalos cada vez menores [a, a+h], fazemos
h — 0. Definimos velocidade instantanea v(a) no instante t = a como o limite das velocidades
médias:

v(a) = |hILT3

f(a+h)— f(a)
h

Isso significa que a velocidade no instante t = a é igual a inclinacdo da reta tangente em P.

Exercicio:

Uma bola foi abandonada do posto de observacdo de uma torre a 450m acima do solo.
Utilizando a equacio de movimento s = f (t) = 4,9t, determine a velocidade da bola apds 5
segundos?

Outras taxas de variacao
Se y é uma quantidade que depende de outra quantidade X, entdo y € uma funcdo de x e
escrevemos y = f(x). Se x varia de x1 para Xz, entdo a variagdo de x (também chamada de

incremento de x) é AX =X, — X, e a variacdo correspondente dey é Ay = f(x,)— f(x)).
O quociente de diferenca

Ay f(x)-f(x)
AX X, =X,

é chamado de taxa media de variacdo de y em relac@o a x no intervalo [x1, x2] e pode ser
interpretado como a variacdo da reta secante PQ.

Qx5 f(xa))

Pl flx) £~
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Para considerar a taxa media de variacdo em intervalos cada vez menores, fazemos x.
tender a x1 e, consequentemente, Ax tendera a 0.

O limite dessas taxas médias de variagdo é chamado taxa (instanténea) de variacao de
y em relagdo a x em x = X, é interpretada como a inclinagdo da tangente a curva 'y =f (x) em
P(xq, f (X1)).

taxa instantanea de variagdo = lim ﬂ = lim M
Ax—0 AX  Xpox, Xy — Xq

Outras taxas de variagdes envolvem reacdes quimicas, custo marginal, poténcia, colénia
de bactérias, entre outros. Todas estas taxas podem ser interpretadas como inclinacfes de
tangente.

Derivadas

O limite da forma |hirT(l)

f(a+hr)]— (@) surge sempre que calculamos uma taxa de

variacdo em varias ciéncias (quimica, fisica, economia, etc). Como este tipo de limite ocorre
amplamente, ele recebe nome e notagédo especiais.

Definicdo: A derivada de uma funcdo em um namero a, denotado por f ’(a) é

@ =tim f(a+h;—f(a)

se o limite existe.

Se escrevermos x =a+ h,entiloh=x—aeh - 0< x — a. Assim,

t(a) = lim+ X =@
X—a

X—a

Exercicio:
Encontre a derivada da funcdo f(x) = x2 — 2x + 1 no nimero a.
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Derivada como a inclinagdo da reta tangente
A reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)) foi definida como sendo a reta que
f(a+h)-f(a)

passa em P e tem inclinagdo m= Ihirr(lj , que por definicdo é o mesmo que a

derivada f ’(a). Logo,

A reta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) é a reta que passa em (a, f(a)), cuja inclinacéo é
igual a f ’(a), a derivada de f em a.

Usando a forma ponto-inclinagdo da equacdo de uma reta, podemos escrever uma
equacdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (a, f(a)) como:

y-f(@)=f’@)x-2a)

“A derivada da fun¢do y = f{x) no ponto P é o coeficiente angular da reta tangente a curva no
ponto P.”

Exercicios:
1. Encontre uma equacio da reta tangente a parabola f(x) = x> — 2x + 1 no ponto (2, 1).

2. Encontre uma equagao da reta tangente a parabola f(x) = x> — 8x + 9 no ponto (3, -6).

3. Determinar a equacdo da reta tangente a curva f(x)=+/x no ponto P da abscissa x = 4.
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4. Encontre uma equagdo da reta tangente a curva y = 2x? + 3 no ponto cuja abcissa é 2.

Derivada como taxa instantéanea de variagao
A taxa de variacdo instantanea de y = f(x) em relacdo a x em x = Xy €é:

lim f (XZ) —f (Xl)
X =¥ Xy =X

que por defini¢do € o mesmo que a derivada f ’(xi). Assim, temos uma segunda interpretacéo
da derivada:

A derivada f ’(a) é a taxa instantanea de variacdo de y = f(x) em relagdo a x quando x = a.

Exercicio:
A equacdo de uma particula é dada pela equacdo do movimento s = f(t) = 1/(1+t), em que t
é medido em segundos e s em metros. Encontre a velocidade ap6s 2 segundos.
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A derivada como uma funcao

A derivada de uma fun¢do em um namero fixo a, € dada por:

fla+h) - f(a)

@ = =

Entretanto, podemos variar 0 nimero a substituindo-o por uma variavel x, obtendo:

fx+h) - f()
h

f'Go) = lim

Podemos considerar f ' como a nova fun¢ao, chamada de derivada de f. O valor de f > em
X, f ’(X), pode ser interpretado geometricamente como a inclinacdo da reta tangente ao grafico

de f no ponto (X, f(x)). O dominio de f* é o conjunto {x/f ’(x) existe} e pode ser menor que o
dominio de f.

Exercicios:
1 - Se f(x) = x3 — x, encontre f >(x). Determine o dominio de fe f°.

2-Se f(x)=+/x—1, encontre a derivada de f. Determine o dominio de fe f .
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3-Sef(x) = % , encontre a derivada de f.

Outras notacdes para derivada
Se usarmos a notacdo y = f(x) para indicar que a variavel independente é x enquanto y €
a variavel dependente, podemos usar como notacgdes alternativas para a derivada:
dy df

)=y _df_d gy -
f(x)_y_dx ™ dXf(x) Df (x) =D, f (x)

Para indica o valor de uma derivada na notacdo de Leibniz em um ponto especifico a,
usamos a notacao:
d
ou &Y
X=a

dx

dy

dx

X=a

Definigdo: Uma funcdo f é derivavel em um ponto a se f(x) existir. E derivavel em um intervalo
aberto (a, b), (a, ), (-a, «) ou (-, ) se for derivavel em cada nimero do intervalo.

Exercicio:
Verifique o intervalo em que a fungdo f(x) = |x| € derivavel.
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Teorema:
Se f for derivavel em a, entdo f é continua em a.

Observacao: A reciproca do teorema é falsa, isto é, ha funcdes que sdo continuas, mas nao

séo derivaveis.

Por exemplo, a funcdo f (x) = |x| é continua em 0, pois, lir% fx) = lirr(l) x| =0 = f(0). Mas,
xX— X—

como vimos, ndo é diferenciavel em O.
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Como uma funcéo pode deixar de ser diferenciavel?

- Se o grafico da funcgdo tiver uma quina (ponto anguloso), entdo a funcdo ndo terd tangente
nesse ponto e, portanto, ndo tera derivada.

- Em toda descontinuidade de f, uma funcao deixa de ser derivavel.

- A fungdo tem uma reta tangente vertical em x = a, ie, f é continuaem a e }Cilrgl If'®)| = oo,

Isso significa que a reta tangente fica cada vez mais ingreme quando x — a.

N - 7N

(a) Uma quina (b) Uma descontinuidade (c) Uma tangente vertical

Exercicios:
. X, x<1 N _—
1-Seja f(x)= Lol a) f é continua em 1? b) f € derivavel em 1?
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x?,x<1 o, , ]
2-Seja f(x)= .a) f é derivavel em 1? b) f é continua em 1?
2x-1,x>1

Regras de Derivacgao

Funcéo constante
Se f é a funcdo constante definida por f(x) = ¢, ceR, o grafico dessa funcdo € uma reta
horizontal. Entéo f *(x) = 0.

FOHM=T0) _jim =S _limo=0
h h h—0

h—0

) =1y

c y=c

inclinacdo = 0

0 X

Derivada de uma fungéo constante: %(c) =0
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Funcéo poténcia
Seja f(x) = x", em que n é inteiro positivo.

Sen=1,f(x) =x. O grafico é aretay = x, cuja inclinagdo é 1.

y=x

inclinagdo = 1 d_ (X)

0

Sen=2,f(x) =x2

Se n =3, f(x) = x°.

Sen=4,1f(x)=x*ef (x)=4x

A . N L. d _
Regra da Poténcia: Se n € um inteiro positivo d—(x”) =nx"",
X

Exercicios:
Encontre as derivadas:
a) f(x)=x°

b) f(X) = X1000
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E se 0 expoente € negativo?

) y=x!

1
X2

d) f(x)=

E se 0 expoente é uma fracdo?

&) f(x)=x

f y=3I

Regra da Poténcia (GERAL): Se n é um namero real qualquer, entdo di(x”) =nx"".
X

g) Encontre a equacdo da reta tangente a curvay = x/x no ponto (1, 1)

Regra da multiplicacdo por constante
Se ¢ for uma constante e f uma fungéo derivavel em x entéo.

d d
g EF00) =c (T(x)

Exercicio:
Encontre as derivadas:

a) f(x)=3x*

b) f(x) =-x
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Regra da soma
Se f e g forem ambas diferenciaveis, entéo,

d d d
S100+900]=2- 100+ =909

A regra da soma pode ser estendida para a soma de qualquer namero de fungdes.
Escrevendo f(x) + g(x) como f(x) + (-1)g(x) e aplicando as regras da soma e da
multiplicacdo por constante, obtemos a regra da diferenca.

Regra da diferenca
Se f e g forem ambas diferenciaveis, entdo,

d d d
S [100-900]=2- 100~ (9

As regras da multiplicagdo por constante, soma e diferenga, podem ser combinadas com
a regra da poténcia para derivar qualquer polindmio.

Exercicios:
1- Encontre a derivada de y = x® + 12x° - 4x* + 10x3 - 6x + 5.

2- Encontre 0s pontos sobre a curva y = x* - 6x? + 4 onde a reta tangente é horizontal.

0.4)

(—v3,-3) 3,-5)
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3 - A velocidade de uma particula é definida pela equacéo v(t) = 6t2 - 10t + 3, em que v é
medida em centimetros e t em segundos. Encontre a aceleragdo como uma funcéo do tempo.
Qual é a aceleracdo depois de 2 segundos?

Derivada da funcéo exponencial
Sey=a’(a>0ea#1),entao

d
—(@")=a"Ilna
dx( )

Derivada da Fungéo Exponencial Natural

A funcdo f (x) = €*é aquela cuja reta tangente em (0, 1) tem uma inclinacdo f '(0), que é
exatamente 1. A funcdo exponencial f (x) = e* tem a propriedade de ser sua propria derivativa.
O significado geométrico desse fato € que a inclinacdo da reta tangente a curva y = e* é igual
a coordenada y do ponto.

VA

(x,e"){ inclinagio = ¢'

d X\ _ aX
&(e)_e

'/inclinuq{m =1

Sey=¢e* =y =e*lne=¢.

Exercicio:
Sey =e*—x, encontre y '(x).

Derivada da funcéo logaritmica
Sey=log, x(a>0 e a=1), entdo:

line 1
xlna xIna

.1
y'==log,e=
X

Um caso particular da funcéo logaritmica € a funcédo logaritmo natural. Se y = In X, entéo:

1
yxlnex
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Regra do Produto

Se f e g sdo funcgdes diferencidveis, entéo,

d d d
SL100:900]= 100 =-[900]+ 900 (0]

Exercicios:

1- Se 'y = xe*, encontre y'(x).

2-Se f(t)=t(1—t), encontre f'(x).

Regra do quociente

Se f e g sdo funges diferenciaveis e g(x) = 0, entdo,

d
dx

|

f(x)

d d
909, TOI=T09  9(x)

g(x)

|

B [a(0]

Exercicios:
2

1-Sejay= X);—J):;Z Encontre y'(x).

< X e
2 - Encontre uma equagéo da reta tangente a curva y = I
+

X

X2

no ponto (1, e/2).
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Derivada de funcdes trigonometricas.
Todas as fungbes trigonométricas sdo continuas em todo nimero em seus dominios. Se
esbocarmos o grafico da funcdo f (x) = sen x e usarmos a interpretacdo de f '(x) como a
inclinacdo da tangente a curva do seno a fim de esbocar o grafico de f ', isso dara a impressédo
de que o grafico de f' pode ser igual a curva do cosseno.
y

y = flx) =senx

7\_/‘” :

el

y=/'

SIER =

Para verificar essa conjectura, seja f(x) = sen(x), entdo:

sen(x + h) —sen(x)

£(x) = lim

h—0

. senxcosh+cosxsenh—senx ..
=lim =lim

sen X cos h—sen X N COS X Sen h}

h—0 h h—0 h h
. senx(cosh—-1) . senh . . _cosh-1cosh+1 . . _senh
=lim———— = +Ilimcosx—— =Ilimsen x.lim +limcos x.lim—— =cos x

h—0 h—0 h h—0 h—0 h cosh+1 h-o0 h—»0 h
d
— (sen x) =cos X
dx

Usando o0 mesmo método, podemos mostrar que:
d
—(cos x) =—sen x
dx
Exercicio:

Derive y = x? sen x.

Para obter a derivada da funcdo tangente, fazemos:

d d (senx) cosx(senx)'—senx(cosx)'
—tg X=— = 2 =
dx dx \ cos x COS” X
COSXCOSX—Ssenx(—senx) _cos’x+sen’x 1 sec? x
cos® X cos’ X cos® X
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i(tg X) = sec® x
dx

Usando a regra do quociente, encontramos também as derivadas das funcdes
cotangente, secante e cossecante, obtendo:

a (sec x) =sec x.tg x
dx
d
i (cossec x) = —cossec X.cotg x
X

i(cotg X) = “—cossec’ X
dx

Exercicio:
Sec X
1+tg x

1 - Encontre a derivada de y =

2 - Encontre a derivada de y = €* cossec x.

Derivadas de ordem superior

Se f é uma funcdo derivavel em um determinado intervalo, sua derivada f' também € uma
funcdo e pode ter sua propria derivada, denotada por f' = f". Esta nova funcgéo f" é chamada de
segunda derivada ou derivada de ordem dois.

Exercicios:
1. Sef(x) = 3x? + 8x +1, determine " (X).
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2. Se f(x) = tg x, determine " (x).

Se f"" é uma funcéo derivavel, sua derivada, representada por f"', é chamada de derivada
terceira de f(x). Sucessivamente, para n inteiro positivo, f™(x) indica a derivada de ordem n ou
n-ésima derivada de f que é obtida partindo-se de f e calculando suas derivada sucessivas n
vezes. Utilizando a notacéo de Leibniz, temos:

dy d’y d’y.  d"y
dx' dx " dx ' dx

Exercicios:

1. Sef(x) = x*- 4x3+ 3x, determine f ™),

2. Encontre a 272 derivada de cos x.
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Regra da Cadeia

As regras de derivacdo estudadas até agora nos permitem calcular a derivada de diversas

funcbes, mas como derivar a funcdo F(x) = VX? +1 72 Observe que F(x) é uma funcdo composta.
Se assumirmos que y = f (u) = vu e u = g(x) = x> + 1, podemos escrever y = F (x) = f (g (x)), ou
seja, F=f-q.
. ~dy du dy . .

Sabemos derivar ambas: m e ™ .Entretanto queremos i ou seja, precisamos de uma
regra que nos permita calcular a derivada de F = f - g em termos das derivadas de f e g.

A derivada da fungdo composta f - g é o produto das derivadas de f e g. Esse fato é uma
das mais importantes regras de derivacdo, chamada de regra da cadeia.

Considere as seguintes taxas de variacao:

dy - x

— =taxa de variacdo de y em relagdo a u

du dy . N . dy du
— —: taxa de variacdo de y em relacdo ax é ——

du dx du dx

o = taxa de variacdo de u em relagdo a x
X

Regra a cadeia
Se g for derivavel em x e f derivavel em g(x), entdo a fungdo composta F = f - g, definida
por F(x) = f(g(x)) sera derivavel em x e F’ sera dada pelo produto:

F'(x)=/(9(x) - 9°(x)

Na notacdo de Leibniz, se y =f (u) e u = g(x) forem funcGes derivaveis, entdo
dy dy du

dx du  dx

Exercicio:
Utilize a regra da cadeia para encontrar a derivada das funges a seguir:

a) F(x)= Vx’+1

Ao usarmos a regra da cadeia, trabalhamos de fora para dentro:

f (g(x)) = I (9(x)) : g'(x)

v A ! | S ———

dx

funcao calculada derivada calculada derivada
de fora na funcao da funcio na funcao da funcao

de dentro de fora de dentro de dentro
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b) f(x)= (& + 1)

c) y=sen?(x)

d) y=sen (x?)

Em geral, se y = sen (u), em que u € uma funcédo derivavel de x, pela regra da cadeia:
y=senu=y=cosu.u’

De modo analogo, todas as formulas para derivar funcbes trigonométricas podem ser
combinadas com a regra da cadeia.
e sey=senu=Yy=cosu.u
e sSey=cosUu=Yy=-senu.u’
e sey=tgu=y=sec’u.uw
e sey=cotgu=y’=-cossec’u.u’
e Sey=secu=Yy=secu.tgu.u’
e Sey=Cossec U= Yy’=-cossecu.cotgu.u’
Se a funcdo de fora f for uma funcdo poténcia, isto é, y = [g(x)]", podemos escrever
y = f(u) = u", em que u = g(x). Usando a regra da cadeia e a regra da ponténcia, obtemos

dy_ﬂ d_U_ n—l%_ n-1 1
dx dudx dx—n[g(x)] 9'()

Notas de aula baseadas no livro Célculo v1- James Stewart e Célculo A — Flemming e Gongalves



Calculo Il — Profa. Adriana Cherri

Regra da poténcia combinada com a Regra da Cadeia
Se n for qualquer numero real e u = g(x) for derivavel, entdo

d, . a1 dU
— U =nu""—
dx( ) dx

Alternativamente,
d n n-: 1
S [909]" =n[g ()] L9'(x)
Exercicio:

Encontre as derivadas:
a) y=(x*-1)r

b) f(x) =

Ix®+x+1

d) y=(3x%+1)3x - x?)?
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e) f(x) =sen(cos(tg x))

f) y=cos(x*+2x-1) - 3sen x

g) Y = senx.cos*x

Derivada da funcéo exponencial composta
Sey=u", em que u = u(x) e v =v(x) sdo funcdes de x, derivaveis em um intervalo | e
u(x) >0, Vv x e I, entdo

y=v.urw +u. Inuy’

Sey=¢", entdo

Exercicio:
1. Encontre as derivadas:
a) y= 32x2+3x—1
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b) y = (sen x)cosx

) y=esnx

2. Sef(x)= e% , calcule f "(x).

Derivada da func¢ao logaritmica composta
Sey=log,u(a>0 e a=1), emque u = u(x), entdo:

1
u.lna

Yy u

Sey=Inu, em que u = u(x), entdo

Exercicio:
Encontre as derivadas:
a) y = logs(sen x)

b) f(x) =senx.Inx
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c) y=(Inx)?

d) y=¢€e*Inx

e) y:exlnx

Diferenciacao Implicita

Sempre que temos uma funcéo escrita na forma y = f(x), dizemos que y é uma funcéo
explicita de x, pois podemos isolar a variavel dependente de um lado e a expressao da funcéo
do outro. Porém nem sempre isso é possivel ou conveniente e, caso isso ocorra, dizemos que y
é uma funcdo implicita de x.

Considere, por exemplo, a equagéo y = 2x? — 3. Note que y é uma funcéo explicita de X,
pois podemos escrever y = f (x), em que f (x) = 2x? — 3. A equagdo implicita 4x? — 2y = 6 define
a mesma funcéo, pois, isolando y obtemos y = 2x? — 3. Entretanto, em alguns casos, a equagio
pode definir funcdes implicitas.

Seja x? + y? = 25. Neste caso, temos que y = +v25 —x2. Logo, duas das funcdes
determinadas pela equagdo implicita sdo f(x) = V25 — x2 e g(x) = —V25 — x2,

y y

7N

=V
[e=]
=Y
=Y

-
C

(a) x*+ y?=25 (b) flx)=+25—x* (©) glx)=—+25—x*

Derivada da funcéo implicita

A derivada da funcédo implicita consiste na derivacdo de ambos os lados da equacdo em
relacdo a x e, entdo, na resolucdo da equacéo paray '.

Suponha que f(x, y) = 0 define implicitamente uma funcéo derivavel y = f(x). Utilizando
a regra da cadeia, podemos determinar y' sem explicitar y.
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Exercicios:
a) Dada a equacdo 4x2 — 2y = 6, determine y’(X).

b) Derive a equacdo x?y + 2y = 3x + 2y.

c) e¥+In(x+y)=1+senx

d) Seja (Xo, Yo) = («/5 2 ) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico da equacao

X2 +y2 =4,
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Derivada da funcéo inversa

Seja y = f(x) uma funcédo invertivel definida em um intervalo (a, b) e seja x = g(y) sua
inversa. Se f '(x) existe e é diferente de zero para qualquer x € (a, b), entdo g = f * é derivavel

e definida como:
1 1

9O =50 = Pl

Exercicios:
Calcule a funcdo inversa e sua respectiva derivada e também a derivada da funcéo inversa:

a) y=4x-3

b) y=|093X

Derivada das funcdes trigonométricas inversas
A derivagdo implicita pode ser usada para determinar as derivadas das funcGes
trigonometricas inversas.

Funcéo arco seno

Seja por y = arcsen x = senx. Isso significa que seny = x e —g <y < —. Derivando

NS

sen y = x implicitamente em relagdo a x obtemos:

cosyy' =1 = y' =

Como —~ <y <~ cosy >0, logo:

cosy = /1 —sen?y =1 —x2 > y' = =

Portanto, y = sen’x é derivavel e y' =

1-x2

De forma anéloga, temos as derivadas das demais fungdes trigonométricas inversas:
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1

e Sey=cos 'x = y =-— —

e sey=tglx >y =—

e sey=cotglx = y' = —#

e sey=sec’lx = y' = W%, x| >1

e Sey= cossecTlx = y' = _lexﬁ' x| > 1

Para as funcdes trigonométricas inversas compostas, temos as seguintes derivadas:

1 1 1
e Sey=arcsenu = y'=——.u
1-u®
1 1 1
e Sey=arccosu= y'=———u
1-u?
e Sey=arctgu= y' = 1+u2'u,
e Sey=arccotg X = y':—1 luz. ‘
+

e Sey=arcsecu, |uz1l=y'= Ut jul>1

|u|vu® -1

1
|u|vu?-1

e Sey=arccossecu, ju>1= y'=— 'y ul>1

Exercicio:
Determine a derivada:

a) y=arcsen(x + 1)

1-x°
b =arct
)y g(l-ﬁ- xzj

Notas de aula baseadas no livro Célculo v1- James Stewart e Célculo A — Flemming e Gongalves

88



Célculo Il — Profa. Adriana Cherri
Derivada das func@es hiperbdlicas

As funcgdes hiperbdlicas sdo definidas em termos das fun¢Bes exponenciais.
Se y =senh x, entdo:
dy d [ex — e"‘] _ 2(e*—e™*(-1))—(e*—e™)0 _ef+e™

dx  dx 2 4 2

= cosh(x)

Similarmente, obtemos as derivadas das demais fungdes hiperbdlicas:

e y=senhu = y' =coshu.u’

e y=coshu = y'=senhu.u’

e y=tghu = y' =sech?u.u'

e y=cotghu = y' = - cossech? u.u'

e y=sechu = y'=-sechu.tghu.u'

e y=cossechu = y' = - cossech u. cotgh u.u’

Exercicio:
Determine a derivada das fun¢des hiperbdlicas:

a) y=senh(x?+ 3)

b) y = In(tgh(3x))

Derivada das funcdes hiperbdlicas inversas

89

As funcbes hiperbolicas inversas sdo todas derivaveis, pois as funcdes hiperbolicas séo

derivaveis.
e Sey=argsenhu = vy'= ! u'
Juz sl
1
e Sey=argcoshu =>y'=——u',u>1
Ju?-1
e Sey=argighu = y'=1 - u'jul<l
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e Sey=argcotghu :>y'=1 1

=U'[u>1

e Sey=argsechu = y'=— u,0<u<l

1
uy1l-u?

e Sey =argcossechu = y'——; utu=0
lu[vi+u?

Exercicio:
Determine a derivada:
a) y = x%argcosh x2

b) y=xargsenh x - x*+1

Derivada de funcdes na forma paramétrica

Sejam

X =X(t)
1
{y =y(t) @

duas funcbes da mesma variavel t € [a,b]. Tomando x e y como as coordenadas de um ponto
P, podemos dizer que a cada valor de t, corresponde um ponto do plano xy. Se as fungdes
X = X(t) e y = y(t) sdo continuas quando t varia de a a b, o ponto P(x(t), y(t)) descreve uma curva
no plano. As equacdes dadas em (1) sdo chamadas equacgdes paramétricas da curva e t é
chamado parametro.

Se a funcdo x = x(t) admite uma inversa t = t(x), podemos escrever y = y(t) = y(t(x)). Neste
caso, dizemos que as equacOes dadas em (1) definem y como uma fungdo de x na forma
paramétrica. Eliminando o parametro t nas equacdes (1), podemos obter y = y(x) na forma
analitica usual.
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Exercicio:

x=2t+1 . . .
definem uma funcgéo y(x) na forma cartesiana?

As equacoes {

Muitas curvas importantes costumam ser representadas na forma paramétrica.

Exercicio:
x=3cos()

y =3sen(t) te[0,27]

Determine a equacdo cartesiana representada pela funcéo: {

Quando t varia de 0 a 27 a funcdo x(t) = 3cos(t) ndo admite inversa, uma vez que nao é
bijetora neste intervalo. No entanto, podemos restringir o dominio desta funcédo
convenientemente, a fim de obter uma inversa t = t(x).

Por exemplo, quando t € [0, =], a equacdo apresentada no exemplo define a funcéo

y=+9-x* equandot e [r, 2n], a equacéo define a fungdo y =—-+9—x*.

Derivada da funcdo na forma paramétrica

X = X(t)
y=y(®)
X = X(t) e t = t(x) s@o derivaveis e x = x(t) admite inversa t = t(x), podemos ver a funcao y = y(x)
como uma fungdo composta:

Sejay = f (x) dada na forma paramétrica por: { t e[a,b]. Se as funcdes y = y(t),

y = y(t) = y(t(x))
Aplicando a regra da cadeia:

1 _y0

y) =y @Ore) =y® YO X0
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Exercicio:
Calcule a derivada das fun¢des definidas na forma paramétrica por:

X=2t+1
a)
{y=4t+3

X=3t+1
y=9t? — 6t

X =4cos’t
C) ,
y =4sen’t

Regra de L’Hospital
f(x)

Se f (x) e g(x) sdo duas funcdes continuas e f (a) = g(a) = 0, entdo lim ZT ndo pode
x>a  g(X
ser encontrado com a substituicdo x = a. Muitas vezes, limites deste tipo podem ser calculados
por cancelamento, rearranjo de termos ou outros tipos de manipulacbes algébricas. Outras
vezes, ndo é possivel seu célculo através dos métodos vistos anteriormente.

Em geral, se tivermos um limite da forma lim % em que f(x) - 0 e g(x) —» 0 quando
X—a g X

X — a, entdo esse limite pode ndo existir e é chamado forma indeterminada do tipo % .

Outra situacédo ocorre quando temos um limite da forma lim % , em que f(X) > two e
X

X—a

g(x) > o quando X — @, entdo esse limite pode n&o existir e ¢ chamado forma indeterminada
do tipo iy
o0

A Regra de L’Hospital € um método geral para o calculo de limites que envolvem formas
indeterminadas, mesmo quando ndo é possivel o célculo do limite através de manipulacdes
algébricas.

Regra de L’Hospital
Sejam f e g fungdes derivaveis e g’(x) = 0 em um intervalo aberto | que contém a (exceto

possivelmente em a). Suponha que

f*(x)

=L, entdo lim () =lim () =L.
g'(x)

=ag(x) =2 gi(x)

(i) Se lim f(x)=limg(x)=0 e lim
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(if) Se lim £ (x) = lim g(x) =+ e lim ) _ | entao fim 1) Zjim F ) _y |
x—a x—a X—>a g'(x) Xx—a g(x) x—a g'(x)

OBS: A Regra de L’Hospital também valida para limites laterais e para limites no infinito ou
infinito negativo (x—a*, X—a’, X—>o ou X—>-w).

Exercicio:
Calcule os limites:

. Inx
a) lim —2
x->1 xX—1

b) lim 22N

x—0 X

. a¥-1
c) lim
x—>0 X

d) lim 1-x+Inx

x-1 %3 —3x+2

el
e) lim —
x—+w X7 4X

f) Iim\/;_z.

x—=4 X—4

Produtos indeterminados
Se lim f(x)=0 € lim g(x) = oo entéo lim f(x)g(x) pode ndo existir e & chamado forma
X—a X—a X—>a

indeterminada do tipo 0.c0. Para trabalhar com esta indeterminacéo, escrevemos o produto fg

g

. f
como o quoclente: fg=—— ou fg =——
a 9=17g M 0Ty

Exercicios:
1) Calcule lim xIn(x)
x—-07t
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2) Calcule Iirrcl)(l—cosx)ln X

Diferencas indeterminadas
Se lim f(x)=o e limg(x)=c entdo o limite lim[f(x)-g(x)] é chamado forma

indeterminada do tipo o - .
Para trabalhar com esta indeterminacéo, tentamos converter a diferenga, por exemplo, em
um quociente usando um denominador comum ou racionalizagdo, ou colocando em evidencia

. . ~ (e 0]
um fator em comum de modo a obter a indeterminacdo — ou 0
(e8]

Exercicio:
Calcule lim (secx—tgx)

Vi
X——

2

Poténcias indeterminadas
Vérias poténcias indeterminadas surgem do limite lim [ f (x)]*®.

lim f(x)=0 e limg(x)=0 tipo 0°
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lim f(x)=c € limg(x)=0 tipo oo”

lim f(x)=1 € lim g(x) =+ tipo 1%
Cada um desses casos pode ser tratado tanto por tomar o logaritmo natural:
sejay = lim [f(x)]°™, entdo Iny = g(x) In f(x)
X—a

quanto escrevendo a fungdo como uma exponencial:

[f(x)]g(X) = @9() In f(x)

Exercicios:
1) Calcule Iirg+(1+ sen4x)

cotgx

Seja L:Iim(1+£j =In L:In{lim[ﬁij }:Iim{ln[Hlj }:
X—>00 X X—o0 X X—>00) X
In 1+1 X _1j
. 1 . X _x+1( x?
lim| xIn| 1+ = ||=lim m =

X X—>00 X—>00 (_ 1) N x>0 X 4+1  xow]

2) Mostre que lim [1+§j =e.

X—>00

Portanto, INnL=1= L =e’ =e. Logo, lim [1+ EJ =e.
X

X—»00

Aplicacbes da Derivada

Taxa de variagdo

Sey =1 (x), entdo a derivada dy/dx pode ser interpretada como a taxa de variagdo de y em
relagdo a x. Sabemos que se x variar de x1 a xz, entdo a variagdo em x serd AX = x— X1 e a
variagdo correspondente em y sera Ay = f (x2) — f (x1). O quociente da diferenga Ay/Ax é a taxa
média de variacdo de y em relacdo a x sobre o intervalo [xi, X2] e pode ser interpretada como a
inclinacdo da reta secante PQ.
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.\‘

O(x5, flx,)

; Mpg = a taxa de variacao
= médiam = f '(x1) = taxa
instantanea de variacao

P(-\-l s 4’:(~\‘| )

De forma equivalente, quando a variavel independente varia de x a x+Ax a

correspondente variacao de y sera Ax = f(x+Ax) — f(x). Desta forma, % = Fx+ AAX))( — () é

a taxa média de variacé@o de y em relacdo a x.

Seu limite quando Ax — 0 é a derivada da funcéo que pode ser interpretada como a taxa
instanténea de variacao de y em relacdo a x ou a inclinagao da reta tangente em P (X1, f (X1)).

Escrevemos o processo na forma: Y~ lim &,
dx Ax—0 Ax
Exercicios:
1. Se daqui a t anos o nimero N de pessoas que utilizardo a internet em determinada
comunidade for dado por N(t) = 10t2 + 30t + 15000, determine:
a. O numero de pessoas que utilizardo a internet daqui a 2 anos nessa comunidade.
b. A taxa de variacdo do niUmero de pessoas que utilizardo a internet daqui a 2 anos.

2. Uma cidade X ¢ atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de saude calculam que
0 nimero de pessoas atingidas pela moléstia depois de um tempo t (medido em dias a
3
partir do primeiro dia da epidemia) € dado, aproximadamente, por f(t) = 64t - % :
a) Qual a taxa da expansdo da epidemia apds 4 dias?
b) Quantas pessoas serdo atingidas pela epidemia no 5° dia?

Notas de aula baseadas no livro Célculo v1- James Stewart e Célculo A — Flemming e Gongalves



97
Calculo Il — Profa. Adriana Cherri

Se s =f (t) for a funcdo posicdo de uma particula que estd se movendo em uma reta, entéo
As/At representa a velocidade média ao longo de um periodo de tempo At, e v = ds/dt representa
a velocidade instantanea (a taxa de variacdo do deslocamento em relacdo ao tempo). A taxa
instantanea de variacdo da velocidade com relacdo ao tempo € a aceleracdo: a(t) = v'(t) = s"(t).

Exercicio:
A posicio de uma particula é dada pela equagdo s = f (t) =t 3 — 6t 2 + 9t, em que t € medido
em segundos e s, em metros.
a) Encontre a velocidade no tempo t.
b) Qual a velocidade depois de 2 s?
¢) Quando a particula estad em repouso?
d) Quando a particula esta se movendo para a frente (isto é, no sentido positivo)?
e) Encontre a aceleragdo no tempo t e depois de 4 s.

Se o custo total de producao e comercializacdo de g unidades de um produto é dado por
C = C(q), entdo se aumentarmos a producdo de q para g + Ag, 0 acréscimo correspondente no
custo total serd dado por AC = C(q + Ag) — C(g). A taxa média de variacdo do custo sera
AC _ C(a+A9)-C(q)
Aq Aq
O custo marginal (CM) representa a taxa de varia¢do instantanea do custo total por
unidade de variagdo da quantidade produzida quando esta se encontra em um nivel q e €

definido por CM (q) =A“mOC(q+AAq)—C(q) =C'(q).
q—> q
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Exercicios:
1. Suponha que o custo, em ddlares, para uma companhia produzir x novas linhas de jeans
é C(x) =2000 +3x+0,01x*+0,0002 x*. Qual serd o custo para a producdo de 100 novas

linhas de jeans.

2. Supondo que o custo total de uma empresa que produz q unidades de um produto, no
periodo de um més, seja dada por:

100+ 2q, 0<q<600
C(q) =41300+/q—600, 600< q <1500
1330+ (q—1500)?, q > 1500

Determine o custo marginal para g = 1000.

Teorema do Valor Médio

Seja f uma funcéo que satisfaz as seguintes hipoteses:
1. fé continua no intervalo fechado [a, b].
2. fé derivavel no intervalo (a, b).

Entdo existe um namero ¢ em (a, b) tal que f'(c) = w

ou, de maneira equivalente,
f(b)—f(a)=f'(c)(b-a)

Graficamente, o TVM diz que ha no minimo um ponto P(c, f(c)) sobre o grafico em que
a inclinagdo da reta tangente € igual a inclinagdo da reta secante AB.

v

P(c, fl(c))

Ala, fla))

B(b, f(b))

0 a (3 b A 0 a ¢ () ] \
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Exercicios:
1) Determine um ponto ¢ em (0, 2) que satisfaca as condi¢cbes do TVM para a fungédo

f(x) =x3—x.

5
* y=x X

2) Se f(x) :%xz +1, mostre que f verifica as hipoteses do TVM no intervalo [-1, 4], e

determine um ndmero ¢ em (-1, 4) que satisfaca a conclusdo do teorema. llustre os
resultados graficamente.

3) Se f(x)=x>-8x—5, mostre que f verifica as hipéteses do TVM no intervalo [-1, 4], e

determine um ndmero ¢ em (-1, 4) que satisfaca a conclusdo do teorema. llustre os
resultados graficamente.
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4) Sejafuma funcdo continua e suponha que f(0) =-3 e f ’(c) < 5 para todos os valores de X.
Quéo grande f(2) pode ser?

Maximos e Minimos

Definicao:

Uma fung¢@o f definida em um intervalo | tem méximo absoluto (ou méximo global) em
um ponto c se f(c) > f(x) para todo x em D, em que D é o dominio de f. O nimero f(c) é
chamado valor maximo de f em D. Analogamente, f tem um minimo absoluto em c se
f(c) <f(x) paratodo x em D. O numero f(c) é denominado valor minimo de f em D. Os valores
maximo e minimo de f sdo chamados valores extremos de f.

VA

Fd)

fla)

No gréfico, a funcédo f possui um maximo absoluto em d e minimo absoluto em a, pois,
(d, f(d)) e o ponto mais alto no grafico e (a, f(a)) € o menor ponto. Porém, se considerarmos
apenas os valores de x proximos b [por exemplo, o intervalo (a, ¢)], entéo f (b) € o maior destes
valores de f (x) e € chamado de valor maximo local de f.

Da mesma forma, f (c) é chamado de valor minimo local de f, pois f (c) < f (x) para x
préximo de c [n intervalo (b, d ), por exemplo]. A funcdo f também tem um minimo local em
e.

Definicéo:

Uma funcéo f tem um méximo local (ou méximo relativo) em c, se existir um intervalo
aberto I contendo c, tal que f(c) > f(x) para todo x € I. Analogamente, a funcéo f tem um minimo
local ( ou minimo relativo) em c, se existir um intervalo aberto I contendo c, tal que f(c) < f(x)
para todo x € 1.
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Exercicios:
1. Determine os pontos de maximo e minimo (local e absoluto) da fungéo f (x) = cos(x).

¥
Miximo local e absoluto

.
.

0 :I.r// 27 \th/r

h‘I:I::I"li.mG local & absoluto

2. Determine os pontos de maximo e minimo (local e absoluto) da funcéo f definida por
f(x) = 3x* — 16x> + 18x?, para - 1 <x < 4.

v

(—1,37) y=3x" =161 + 18¢
"

]

(1,5)

*3,-27)

Teorema do Valor Extremo (TVE): Se f for continua em um intervalo fechado [a, b], entdo
f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em certos nimeros
cedem[a, b].

AN ya y

Uma fungéo pode ndo possuir valores extremos se for omitida uma das duas hipoteses
(continuidade ou intervalo fechado) do Teorema do Valor Extremo.

y y
3..
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De acordo com o TVE uma funcdo continua em um intervalo fechado tem um valor
méaximo e um minimo. Para obter esses valores, consideraremos uma fungdo f com maximo
local em ¢ e minimo local em d.

y | Nos pontos de mé&ximo e de minimo as
‘fﬁfi’_f retas tangentes sdo horizontais e, portanto,
AN cada uma tem inclinacdo 0. Como a
derivada € a inclinacdo da reta tangente,
temos que f'(c) =0 e f'(d) = 0. O teorema
0 ¢ d . de Fermat afirma que isso & sempre
verdadeiro para as funcdes diferenciaveis.

\
\
} d

Teorema de Fermat:
Se f tiver um maximo ou minimo local em c e se f ’(c) existir, entdo f ’(c) = 0.

Observacao: A reciproca do teorema de Fermat ndo € verdadeira, ou seja, f ’(c) = 0 ndo implica
que c seja um extremo de f. O exemplo mais simples que ilustra este fato é a funcdo f (x) = x3.

Ry

Se f (x) = x5, entdo f '(x) = 3x%, logo, f '(0) = 0.
Porém, f ndo tem méximo nem minimo em 0. O
fato de f'(0) = 0 simplesmente significa que a curva
y = x3 tem uma reta tangente horizontal em (0, 0).
Em vez de ter maximo ou minimo em (0, 0), a curva
cruza sua tangente horizontal nesse ponto.

A funcéo f (x) = | x | tem seu valor minimo (local e absoluto) em 0; contudo, esse valor
ndo pode ser encontrado tomando f '(x) = 0, pois f '(0) ndo existe.

¥

vy =lx|

0| X
Desta forma, devemos procurar valores extremos de f nos niameros ¢ em que f’(c) =0 ou

em que f’(c) ndo existe. Esses nUmeros tém um nome especial.

Definicdo: Um numero critico de uma funcdo f € um nimero ¢ no dominio de f em que ou
f’(c) =0 ou f’(c) ndo existe.

Exercicio:
Encontre os numeros criticos de f (x) = x¥°(4 — x).
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Um ponto critico pode ser ou ndo um ponto extremo. Porém, uma condi¢do necessaria
para a existéncia de um extremo em um ponto ¢ é que ¢ seja um ponto critico. Portanto, para
encontrarmos um méximo ou um minimo absoluto de uma fungdo continua f em um intervalo
fechado [a, b], fazemos:

1. Encontre os valores de f nos nimeros criticos de f em (a, b).

2. Encontre os valores de f nas extremidades do intervalo.

3. O maior valor entre as etapas 1 e 2 € o valor maximo absoluto e 0 menor desses valores
€ 0 valor minimo absoluto.

Exercicio:

Encontre os valores maximo e minimo absolutos da funcéo f (x) = x3 — 3x? + 1, no intervalo
—I<x<a,

2

y=x*=3x+1
(4,17)

201

AR I N7 S

-5t @3

Analise do comportamento de f (x) a partir de f ’(x)

A derivada de uma fungdo, f '(x), representa a inclinacdo da curva y = f (x) no
ponto (x, f (x)). Desta forma, ela nos informa para qual direcdo a curva segue em cada
ponto. Assim, é razoavel esperar que a derivada de f nos forneca informagdes sobre os
intervalos em que a fungdo é crescente ou decrescente.

P Entre A e Beentre Ce D, as retas tangentes tém
B / inclinacdo positiva e, portanto, f' (x) > 0.
/ \ J Entre B e C, as retas tangentes tém inclinacao
// \ / / negativa e, portanto, f'(x) <0.
Al ¢ Portanto, f cresce quando f ' (x) é positiva e
decresce quando f' (x) é negativa.

Teste crescente/decrescente: Seja f uma funcdo continua em [a, b] e derivavel em (a, b).
i) Se f’(x) > 0 paratodo x € (a, b), entdo f € crescente em [a, b];

ii) Se f ’(x) < 0 para todo x € (a, b), entdo f € decrescente em [a, b].
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Exercicio:
Encontre os intervalos nos quais as funcGes séo crescentes ou decrescentes.
a. f(x)=3x*—4x3*-12x*+5

20

NG
N/

-30

b. f(x)=x3+1

A analise do intervalo em que uma funcdo é crescente ou decrescente nos permite
verificar os pontos criticos da funcdo. Para que f tenha um maximo ou minimo local em c, entdo
c deve ser um numero critico de f, porém, nem todo nimero critico da origem a um maximo
ou minimo. Consequentemente, necessitamos de um teste que nos diga se f tem ou ndo um
méaximo ou minimo local em um ndmero critico.

20

\ / No gréfico, f (0) = 5 € um valor maximo
-2 3

local de f, pois f cresce em (-1, 0) e decresce
em (0, 2). Em termos de derivadas, f'(x) >0
para-1<x<0ef’(X)<Opara0<x<2.Em
outras palavras, o sinal de f '(x) muda de
~30 positivo para negativo em 0.
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Teste da derivada primeira

105

Seja f uma funcao continua num intervalo fechado [a, b], que possui derivada em todo
ponto do intervalo aberto (a, b), exceto possivelmente num ponto c.

Se f’(x) >0 paratodo x < c e f’(x) < 0 para todo x > c, entdo f tem um méaximo relativo

em cC.

Se f’(x) <0 paratodox<cef’(x)>0 paratodo x > c, entdo f tem um minimo relativo

em cC.

Sef’(xX) <Oparatodox<cef’(x) <0 paratodo x >c,ouf’(x)>0paratodox<ce
f’ (x) > 0 para todo x > ¢, entdo f ndo tem maximos ou minimos locais em c.

£lx) > 7/ ‘Ym <0
/ \

£ <N /m >0
7

/

f'x)=>0 /
/K flx)>0

w\')<()

_— <0

\

[ ¢ \ X 0
| ‘

Maximo local

Exercicios:
1. Encontre os valores maximos e minimos locais da funcio f(x) = 3x* — 4x3 — 12x? + 5.

2.

¢

Minimo local

0 / ¢ o

Nem méximo, nem minimo

0 ¢ \ X

Nem maximo, nem minimo

Encontre os intervalos de crescimento, decrescimento, maximos e minimos locais da

funcdo f(x) = x3— 7x + 6.
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Analise do comportamento de f (x) a partir de f *°(X)

O teste da derivada primeira nos informa as regides do dominio em que a fungéo cresce
e decresce, porém, ndo diz de que modo isso ocorre, ou seja, ndo diz nada sobre a curvatura do
gréafico, o qual pode ser cdncavo para baixo, para cima, ou reto, por exemplo. Quem fornece
estas informacdes € a segunda derivada da funcao.

Os graficos a seguir mostram duas fungdes crescentes em (a, b). Ambos unem o ponto A
ao B, mas eles sdo diferentes, pois se inclinam em direcdes diferentes.

As tangentes a essas curvas foram tracadas em varios pontos. No primeiro grafico, a
curva fica acima das tangentes e f é chamada céncava para cima em (a, b). No segundo, a curva
esta abaixo das tangentes e g é chamada concava para baixo em (a, b).

y B y B

No gréfico a seguir, a funcao é concava para cima (abrevia-se CC) nos intervalos
(b, c), (d, e) e (e, p), e cOncava para baixo (CB) nos intervalos (4, b), (¢, d) e (p, g).

D

D

_F
T~
| \
|
|
|

N

c

N\ B g "
I |
| |
I N I
| o |
| I
] ]

] ]
p q x

A

I

I

A I
| I

| I

| 1

C [

d

} CB - CC ———CB —f—CC —f—CC —}CB ~|
Teste da concavidade

Seja f uma funcdo derivavel (pelo menos até a segunda derivada) em um intervalo 1.

i. Sef’’(x) >0 paratodo x em I, entdo o grafico de f é concavo para cima em 1.
ii. Sef’’(x) <0 paratodo x em I, entdo o grafico de f é concavo para baixo em I.

Ainda com relacgdo ao grafico anterior, nos pontos B, C, D e P a curvay =f (X) muda a
direcdo de sua concavidade. Esses pontos rebem o nome de pontos de inflexao.

Notas de aula baseadas no livro Célculo v1- James Stewart e Célculo A — Flemming e Gongalves



107
Calculo Il — Profa. Adriana Cherri

Defini¢do: Um ponto P na curva y = f (x) é chamado ponto de inflex&o se f é continua no
ponto e a curva muda a concavidade nesse ponto.

Exercicios:

1. Determine os pontos de inflexo e os intervalos em que a fungio f(x) = x3 — 7x + 6 tem
concavidade voltada para cima ou para baixo.

2. Esboce um gréfico possivel de uma funcéo f que satisfaca as seguintes condicgdes:

)f " (x)>0em (-o,1), f’(X)<0em (1, )
mfx>0em(-ow,-2)e(2,o), f(x)<0em(-2,2)
i) lim fG0) = 2, lim f(x) = 0

Outra aplicacdo da segunda derivada é o teste para os valores méximos e minimos. Este
teste é uma consequéncia do Teste da concavidade.

Teste da derivada segunda
Suponha que f *” seja continua na proximidade do ponto critico C.
i. Sef’(c)=0ef”(c)>0,entdof tem um minimo local em c.
ii. ii)Sef’(c)=0ef”(c)<0,entdof tem um maximo local em c.
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Exercicio:
1. Examine acurvay = x*—4x3 em relagio a concavidade, aos pontos de inflexdo e minimos
e maximos locais. Use essa informag&o para esbocar a curva.

¥

|I y= '\'.54 _ -"-1-.1'3 |
. |
‘\. I:']‘I {.I.I 1 1 i
——
pontos de RN S e
inflexao \"-.,_ .I
\-,i. |
(2,—16) |
""\__‘;__."
(3,—27)

Observacgdo: O Teste da segunda derivada € inconclusivo quando f ”(c) = 0. Em outras
palavras, esse ponto pode ser um maximo, um minimo ou nenhum dos dois (Exercicio 1). Esse

teste também falha quando f” (c) ndo existe. Em tais casos, o Teste da primeira derivada deve

ser usado.
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Exercicio:

Utilize as informagdes referentes a concavidade, pontos de inflexdo, maximos e minimos

locais para esbocar o grafico da fungéo f (x) = 6x —3x? + %x?

Resumo e roteiro para o esboc¢o de curvas

Utilizando os itens citados na analise de uma funcdo, podemos fazer um resumo de
atividades que nos levardo ao eshbogo de graficos. Nem todos o0s itens sdo relevantes para cada
funcdo. No entanto, o roteiro fornece todas as informagdes necessarias para fazer um esboco
gue mostre o0s aspectos mais importantes da funcao.

InformacGes Uteis

Descricéo

1°— Dominio de f

E frequentemente Util comecar determinando o dominio D de f, isto
é, 0 conjunto dos valores de x para os quais f (x) esta definida.

2° — Intersec¢do com 0s
eixos

A interseccdo com o eixo y é f (0). Para encontrarmos as intersecgdes
com o eixo x, fazemos y = 0 e isolamos x. (fazer este passo quando
ndo for necessario muito calculo)

3° — Simetria

Se f (—x) = f (x) para todo x em D, entdo f & uma fungéo par, e a
curva é simétrica em relagdo ao eixo y.
Se f (—x) = —f (x) para todo x em D, entdo f € uma fungdo impar e a
curva é simétrica em relacdo a origem.

4° — Assintotas

Assintotas horizontais. Se lim f(x) =Lou lim f(x) =L, entdo a linha

y = L é uma assintota horizontal da curvay = f (x).

Assintotas verticais. A reta x = a é uma assintota vertical se pelo

menos uma das seguintes afirmativas for verdadeira: lim_f(x) = oo,
XxX—=a

Tim_f(x) = oo, lim_f(x) = =0, lim, f(x) = —co.
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5° — Intervalos de
Crescimento ou
Decrescimento

Calcule f' (x) e encontre os intervalos nos quais f’ (x) € positiva (f €
crescente) e os intervalos nos quais f’ (X) € negativa (f é decrescente).

6° — Pontos criticos

Encontre os numeros criticos de f, nimeros ¢ nos quais f ’(c) =0 ou
f ’(c) ndo existe.

7° — Valores Maximos
e Minimos Locais

Teste da Primeira Derivada: Se /* mudar de positiva para negativa
em um ndmero critico ¢, entdo f (c) € o maximo local. Se /* mudar
de negativa para positiva em c, entdo f (c) € um minimo local.

Teste da Segunda Derivada: Se /'’ (c) =0 e f " (c) # 0, entdo
/77 (c) >0 implica que f(c) € um minimo local. Se /' *’ (c) < 0, entdo
f(c) € um méximo local.

80 Concavidade e
Ponto de Inflexdo

Teste da Concavidade: A curva é concava para cimase /'’ (x) > 0,
e concava para baixo se /* (x) < 0. Os pontos de inflexdo ocorrem
guando muda a direcdo da concavidade.

9° — Esbhogo da curva

Usando os passos 1° — 8° faca o grafico. Coloque as assintotas como
linhas tracejadas. Marque as intersecgdes com 0s eixos, 0s pontos de
méaximo e de minimo e os pontos de inflexdo. Faca a curva passar
por esses pontos, subindo ou descendo, com concavidade de acordo
com 0 passo 8°.

Exercicios:

1. Esbocar os gréaficos das funcbes abaixo:

a)f(x)=x2+x—2.
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2x?
9—x?

b) f(x)=
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c) f(x)=

2x2
x2-1

2. Esboce o gréfico das fungdes que tenham as seguintes caracteristicas:
f(0)=0;
f'(x)<0 se x<-1 ou x>3/2
f'(x)>0 se —-1<x<3/2
f'(-)=1'(3/2)=0
f"(x)<0 se x>0,25
f"(x)>0 se x<0,25
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f'(x) >0parax < —1lex >3
f'(x)<0para —1< x< 3
f""(x) < 0para x < 2
f"(x) >0para x > 2

b)

Problemas de Otimizacao

Quando estudamos problemas de otimizacdo determinamos valores maximos e/ou
minimos absolutos das func¢des que os representam. S&o chamados de problemas de otimizagéo
pelo fato de que as solugcbes encontradas com esta técnica sdo as melhores possiveis para cada
caso, ou seja, resolver estes problemas com as técnicas de maximos e minimos significa
encontrar a solucdo 6tima para eles.

Problema 1: Durante varias semanas, o departamento de transito de uma certa cidade vem
registrando a velocidade dos veiculos que passam por um certo cruzamento. Os resultados
mostram que entre 13 e 18 horas, a velocidade média neste cruzamento é dada
aproximadamente por v(t) = t2 — 10,5 t2 +30 t + 20 km/h, onde t é o nimero de horas apds o
meio-dia. Qual o instante, entre 13 e 18 horas, em que o transito é mais rapido? E qual o instante
em que ele é mais lento?
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Problema 2: Um fazendeiro tem 2400 metros de cerca e quer cercar um campo retangular que
esta na margem de um rio reto. Ele ndo precisa cercar ao longo do rio. Quais sdo as dimensdes
do campo que tem maior area?
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Problema 3: Pretende-se estender um cabo de uma usina de forca a margem de um rio de 900m
de largura até uma fabrica situada do outro lado do rio, 3.000m rio abaixo. O custo para estender
um cabo pelo rio € de R$ 5,00 o metro, enquanto que para estendé-lo por terra custa R$ 4,00 o
metro. Qual é o percurso mais econémico para estender o cabo?
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Problema 4: Deve-se construir uma caixa retangular com uma folha de cartolina de 40 cm de
largura e 52 cm de comprimento, retirando-se um quadrado de cada canto dobrando-se
perpendicularmente os lados restantes. Determine o lado do quadrado que se vai retirar para
gue a caixa tenha volume méaximo.
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