Departamento de 33

963 DEPARTAMENTO DE
< MNAacemacica

Faculdade de Ciéncias - Unesp Bauru

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Um problema fundamental que normalmente é encontrado na descricdo matematica de
fendmenos fisicos é o da solugdo simultanea de um conjunto de equacdes. Traduzido para a linguagem
matematica, tais fenbmenos passam a ser descritos por um conjunto de m equacdes em que se deseja
determinar a solucdo de n variaveis de interesse, normalmente chamadas de incognitas.

Motivacao

Uma transportadora possui 5 tipos de caminhdes, representados por (1), (2), (3), (4) e (5), ao
quais sdo equipados para transportar 5 tipos de diferentes maquinas A, B, C, D e E segundo a tabela:

Maquinas
Caminhdes A B C D E
(1) 1 1 1 0 2
2) 0 1 2 1 1
(3) 2 1 1 2 0
(4) 3 2 1 2 1
(5) 2 1 2 3 1
Problema:

Supondo que A, B, C, D e E é a quantidade de maquinas que cada caminh@o pode transportar
levando carga plena, quantos caminhdes de cada tipo devemos enviar para transportar exatamente:

e 27 maquinas do tipo A,
e 23 méaquinas do tipo B,
e 31 méaquinas do tipo C,
e 31 maquinas do tipo D,
e 22 maquinas do tipo E?
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Definicoes
1. Uma equacao linear em n variaveis xi, Xz,..., Xn € uma equacao da forma

aix1+axz +..+axn=Db

em que ag, ay,..., an € b sdo constantes reais;

2. Um sistema de equacOes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto de n
equac0es lineares, ou seja, € um conjunto de equacdes lineares do tipo:

Ay X, + 83X, + 8y X+ .+ X, =Dy
Ay X, + 8y X, + 8y X .+ Ay, X, =D,

2n"*n

A X +a,,X +a,3 X+ +a,X, =0,

em que ajj e bk sdo constantes reais, para i, k = 1,..., me j =1,..., n. Na forma matricial, este
sistema é representado como: Ax = b. Neste caso,

a, &, -oa; 4,
Ay 8y o aZj Ay,
A=| ' ' " | matriz dos coeficientes de ordem mxn
a; &, - aij gy,
a‘ml am2 amj a‘mn
Xl
X2
X=| y |:Vvetorde incognitas de ordem nx1
J
Xn
bl
b,
b= b : vetor independente de ordem mx1
i
by,
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qguando m = n, o sistema de equacdes lineares ¢ dito quadrado.
Resolver um sistema Ax = b consiste em determinar um vetor X~ = (X;, X5,...X,)" que
satisfaca simultaneamente todas as equacdes lineares que compdem o sistema.

Classificagdo do Sistema Linear quanto a Solugéo
Os tipos de solucdes dos sistemas lineares dependem da matriz A:

Sistema Possivel ou Compativel

e Admite solucéo.

Sistema Possivel e Determinado

e Possui uma Unica solucgéo;

e O determinante de A deve ser diferente de zero (A é uma matriz ndo-singular);

e Se b for um vetor nulo (constantes nulas), a solu¢do do sistema sera a solucéo trivial, ou seja,
0 vetor X também sera nulo.

Andlise Geométrica no R2:

X + X = 2 1 1
p: = A= = det A=-2=0
0 1 -1

Xi*
*
2

1
S ={x*cR? /( ] = [J }. Neste caso, as equacdes de retas X1+ X2= 2 e X1 - X2= 0 s8o concorrentes

em R? e, desta forma, o sistema tem solug&o Unica.
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Sistema Possivel e Indeterminado

e Possui infinitas solucdes;

e O determinante de A é nulo (A é uma matriz singular);

e O vetor de constantes b deve ser nulo ou multiplo de uma coluna de A.
Anélise Geométrica no R?:

X+ X 2 11
p: = A= =detA=2-2=0
2X, + 2x, 4 2 2

x+F=2

BN

Em R? , se as retas forem paralelas coincidentes, entio o sistema possui infinitas solucdes,

O a 0,

2

Sistema Impossivel ou Incompativel

e Na&o possui solucao;
e O determinante de A deve ser nulo;
e O vetor B ndo pode ser nulo ou multiplo de alguma coluna de A

Andlise Geométrica no R?:

X, + X 2 11
P: 6 = A= = detA=0

2x, + 2Xx, 2 2
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x+y=2
2x+2y=6 4

NG
BN

Em R?, o sistema ndo tem solugdo quando as equacdes de retas que o definem so paralelas
nado coincidentes.

X, + X 2 X, + X, = 2 . ,
P: =~ = A solucdo em R
2X, + 2x, 6 0 = -2

Andlise Geométrica das Solucdes em R :

aX, + aX, + aX = b
Forma do Sistema Linear: {a,x. + a_X, + a,x. =

21771 22772 23773 2
a31 Xl + a32 X2 + a'33 XS = b3
ay
IT,: a,x +a,X, +a,X,=n, =|a, |: vetor normal ao plano IT, .
8,

aZl
IT,: a,X +a,X, +a,X,=n, =| a,, |: vetor normal ao plano IT, .
a‘23

31

: vetor normal ao plano IT,.

a
IT;: a, X, +a,X, +a,X, = n,=| a,
a

33

a) Sistema compativel determinado:

Se n,,n, e n, forem Linearmente Independentes (L.I.) em R®, entdo A é uma matriz nio

singular. Neste caso, o sistema P tem solug&o Unica.
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Geometricamente:

OstrésplanosIl,;:z—x-y—-1=0,I1,:z—x+y—-1=0ell,:z+Xx-y-1

entre si.

b) Sistema compativel indeterminado:

Um sistema é compativel indeterminado em R® se a matriz A é singular. Desta forma, dois vetores

normais aos planos devem ser Linearmente Dependentes (L.D.). Trés situagGes podem ocorrer:

n en,:LD.eL.l.comn,.
n,en,:LD.eL.l comn,.
n,en,:LD.eL.l comn,.

=0

OBS:Se:n, n,en,sdo L.D.=detA

Geometricamente:

Para o caso (1) tem-se o seguinte exemplo:

+ Y
2X + 2y

X

27

— y -
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Neste caso: I1,:z—x-y—-1=0,I1,:z—x-y—-1=0ell,:Zz—Xx+y—-1=0.0Osplanos II, e

IT, sdo paralelos coincidentes. (1).
Para o caso (4) tem-se o seguinte exemplo:

X +
P:<2x + 2y + 2z
3x + 3y + 3z

y + Z

w N -

% raey!
R
(KO
e
AR
AR
et
ey
ke
0

Neste caso, I1,:z—-x—-y—-1=0,11,:z—x-y—-1=0ell,:z—x—Yy—1=0s&o paralelos

coincidentes.

c) Sistema Incompativel:

Para sistemas incompativeis, a matriz A deve ser singular, porém, os planos paralelos devem
ser ndo coincidentes. As condicdes de paralelismo séo as mesmas encontradas em (1), (2), (3) e (4).
Considerando-se os planos I1,:z—2=0ell,:z-5=0,I1,;:z—2x -2y =0, geometricamente

tem-se:
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e = Z
=z = 5
z = ZxX+2Zv

Osplanos I1,: z—2=0¢Il,:z—5 =0 sdo paralelos ndo coincidentes.

Quando det A=0os planos I1,: z+3=0,I1,:z—-1=0eIl,: Z—5 = 0 séo paralelos ndo
coincidentes. Geometricamente tem-se:

noHoH

OsplanosI1,: z+3=0,11,:z—1=0e¢Il,: z—5 =0 séo paralelos ndo coincidentes.
Definices
1. Um sistema linear Ax = b é homogéneo se o vetor b = (b, by, ..., bm)" = 0.

Um sistema homogéneo é sempre consistente, uma vez que o vetor nulo é sempre solucdo deste
sistema.

2. Matriz Transposta:
SejaAe ;),i=1,..,n,j=1, .., n Amatriz transposta de A, denotada por AT ¢ definida

a partir da matriz Apor: AT = (b;), i=1,...,n,j=1,...,ntal queb; =a;.
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a, a, - q, a, a, - a,
A= a.21 a.22 cet a.2n AT= a?12 a.22 . a?2
anl anz “' ann aln a‘2n T ann

3. Matriz simétrica:
Uma matriz AeR™, A=(a;),i=1,..,nj=1 .., neésimetricase a; =a; (i #j),1,] =

1,..,n

a, a, -,
a, a, - @,

aln a2n “' ann

4. Matriz triangular inferior:
Uma matriz Ac R™", A = (@;)i=1,.,nj=1..,n e triangular inferior se a; = 0 para

i<j,i,j=1,..n
. 0 0 0 0
, a, 0 0 0
A = 31 a32 a33 0 O
a‘nl anZ an3 a‘nn

5. Matriz triangular superior:
Uma matriz AeR™, A=(a;),i=1,..,nj=1, .., nétriangular superior se a; =0 para

i>,0,j=1,..0.
all 12 13 1n
0 22 23 2n
A = O O 33 3n
0 0 0 a
OBS:

= Sistema triangular inferior: matriz do sistema é uma matriz triangular inferior.
= Sistema triangular superior: matriz do sistema é uma matriz triangular superior.
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6. Sistemas equivalentes:

Sejam P e P’ dois sistemas lineares (quadrados ou retangulares). Dizemos que o sistema
P’ é equivalente a P (notagdo: P ~ P”) se P’ ¢ obtido de P a partir das seguintes operacdes elementares:

i.  Troca da posicdo de linhas ou de colunas de P;
ii.  Multiplicacdo de uma linha de P por um escalar a #0;
iii.  Multiplicacdo uma linha de P por um escalar « #0 e adi¢do a uma outra linha de S.

OBS: Se P e P’ sao equivalentes, entdo a solugdo de P’ ¢ solucao de P.

Exemplo:

+ X, = 2
P: {2 xz 0 multiplicando a 1°. linha de P por & =— 1 e adicionando a 2°. linha de P,
- X, =
X + X, = 2
ox, - 2x, = -2

1 - :
2} —> matriz triangular superior.

obtemos o sistema equivalente P’ dado por: P’: {

- 1 1 1
Na forma matricial: A = ~A’=
1 -1 0
Classificacao dos sistemas lineares

= Métodos diretos: sdo aqueles que fornecem solugdo exata do sistema linear, caso ela exista,
apd6s um namero finito de operacoes.

= Métodos iterativos: geram uma sequéncia de vetores {x} a partir de uma aproximacéo
inicial x©. Sob certas condigdes, esta sequéncia converge para a solugdo x*, caso ela exista.
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Meétodos exatos para solucdo de sistemas lineares

Para sistemas lineares possiveis e determinados de dimensdo nxn, o vetor solucéo x, é dado
por x=A"b. No entanto, calcular explicitamente a inversa de uma matriz ndo é aconselhavel, devido
a quantidade de operac6es envolvidas. Surge entdo a necessidade de utilizar técnicas mais avancadas
eficientes como as que estudaremos a seguir.

Sistema Triangular Superior

Seja o sistema triangular superior

Ay Xy +3y, X, ot 3y, X, =by

AnXy +ot Ay, X, =D,

a_x =b

nn°'n n

emqueai #0;i=1,2,..,n.

Por substituicdo Retroativa podemos resolvé-lo pelas férmulas:

Xi = (bi — Zn:aijxj )/ai,i=(n-1),..,1

j=i+l

Exemplo:

Resolver o sistema triangular superior

-1 1 X, | =
0 0 1 X,
Por substituicdo retroativa:
X3=2
—X2+Xx3=1 - X=1 1
21+ % +3x3=9 > xi1=1 Portanto, x*= | 1

Sistema Triangular Inferior
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Seja o sistema triangular inferior:

a, X =b1
Ay X +ayX, = bz
A, X +a,X, +...+a,X, =b,

emqueai #0,i=1,2,..,n.

Por substituicao progressiva podemos resolvé-lo pelas formulas:

b
X1 = 1

Ay,
i-1
xi=(bi— > a;X;)/ai,i=2,3,..,n
j=L
Exemplo:

Resolver o sistema triangular inferior,
1 0 0)(vy,

9
0 1 O0)|y,|=|1
1/2 1/2 1) \y, 7

Por substitui¢do progressiva tem-se:

y1=9
y2=1

Portanto,y *=| 1

Metodo de Eliminacédo de Gauss
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Seja o sistema linear Ax = b, em que A possui todas as submatrizes principais nao
singulares. O método de eliminacdo de Gauss consiste em transformar o sistema dado num
sistema triangular superior equivalente pela aplicacdo repetida da operacao:

“subtrair de uma equagdo outra equagdao multiplicada por uma constante diferente de zero”.

E claro que tal operagdo ndo altera a solugdo do sistema, isto &, obtém-se com ela outro
sistema equivalente ao original.

Descricdo do algoritmo:

Considere o sistema:

a, X, +a, X, +---+a, X, :bl

a, X, +a,,X,+--+a, X =b,

2n""n

a X, +a X, +-+a X =b
cuja matriz dos coeficientes chamaremos A®

A matriz aumentada é dada por:

(€Y} (€Y} 1

aj; Qi o agn) bil)
AQ = agll) aglz) agg bgl)

o ] ACY,

Gy any o al) b

em que a;® = ajj, bi® =bi;i,j=1,2, .., n.
Por hipGtese temos que a1 = 0, pois det (A1) = 0.

Passo 1:
Eliminar a incognita x: da 22, 32, ..., n? equacdes (isto €, zerar os elementos da primeira
coluna abaixo da diagonal). Isso é feito da seguinte forma:
®

= Subtraimos da 2° equagdo a 1* equagéo multiplicada por m,, = —2%-
a
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&
a3 1

= Subtraimos da 3% equacéo a 1* equagdo multiplicada por m,, =

] « < . a
= Subtraimos da n® equacao a 1" equacdo multiplicada por m,, = —
a

11
Ao final desta etapa, teremos a seguinte matriz:
@® @® 1
Ay QA o a§n) bgl)
2 2
A® = | 0 a; - agn) b£2) |
2
0 @ .. @ |pP
em que:
®
a; .
My=—g1=2,3,..,n
all
@ _,® ® = P =
aij —a” _mil i 1= 2’ 3’ ey n!J - 1! 2! LRRS} n
b®=b®-m b®,i=2,3, ..,n
Temos por hipétese que a2 # 0, pois det (A2) =0.
al . . .
OBS: Os elementos m;; = ('11) ,1=2,3, ..., nsdo denominados multiplicadores e o elemento
all

aﬁ) e denominado de piv6 da primeira etapa.
Passo 2.

Eliminar a incognita x, da 32, 42, ..., n® equacdes (isto €, zerar os elementos da segunda

coluna abaixo da diagonal). Para isso:

@
Subtraimos da 3% equacéo a 2% equacgdo multiplicada por m,, = —fj)
a

22
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@
Subtraimos da 4% equacéo a 2% equacdo multiplicada por m,, = %
a

22

(2)
n2
(2)
a22

Subtraimos da n? equacéo a 2% equagdo multiplicada por m,, =

Ao final desta etapa, teremos a matriz A®:

(€Y) (€Y) (€Y)
/a11 ai; a%) AT bil)\
2 2 @) |,.@
A® — | 0 az ags) e Ggy |y I
= 3)
| 0 0 a§33> ag?;g by |
\o o @ o ol
em que:
2)
as
M, =—1=34,..,n
a22

a®=al?-m,a?,i=3,..,nj=23, .,n

b® =b{?—m,b{? i=3,4,..,n

Seguindo raciocinio analogo, procede-se até a etapa (n — 1).

Passo (n—1):

Temos por hipétese que a'";» 0, pois, det(An 1)) #0

Eliminar a incdgnita xn-1 da n* equacdo (isto €, zerar o elemento da (n — 1) coluna

abaixo da diagonal). Isso é feito da seguinte forma:
a7y
s a ~ ~ - - _ n,(n—
Subtraimos da n® equagao, a (n — 1)* equagao multiplicada por m, . ,, = o
(n-1),(n-1)

E assim, obtemos a matriz final:

(€Y) (€Y) 1
/an 2 a%) agn) bil)\
oo @ e
= 3 3 3)
0 0 ¥ .. a§n> b;” |
o 0 o .. o b‘r(ln)/
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em que:
(n-1)
m _ a'n,(n—l)
n(n-1) = L (n-1)
A(n-1),(n-)
(n) _ 5 (n-1) (n-1) ; — A
Q =a; My @5y, =0 )= (n—-1),n

(n) _R(n-1) (1) § =
bi _bi _mn,(n—l)bn—l 1=N

O sistema triangular correspondente é dado por:

@) @) @ N Dy _po
an X, +a; X, +aggX; + -+ al,(n—l) + X, = b1
(2) (2) (2) (2) _h®
Ay X, + Ay Xy + e+ az,(n—l) + X, = bz
(3) (3) (3) —_h®
gz Xy + oo+ a3,(n—l) + az X, = b3

(n-1) (n-1) _ k(-1
a(n—l),(n—l)xn—l +a(n—1),nxn - bn—l

(n) NG
ann Xn - bn

0 qual é equivalente ao Sistema Linear original.
Exemplo:

Utilizando o método de Eliminacdo de Gauss, resolver o sistema:

6x1 + 2x2 - 1X3 =7
2x1 + 4x2 + 1X3 =7
3x1 + 2x2 + 8X3 =13
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Exercicio:

Utilizando o método de Eliminacdo de Gauss, resolver os sistemas Lineares:

3x1+ 2%+ 4x3=1 -3
a) {lx; + 1x, + 2x3 =2 X*=| b
4x, + 3x, — 2x3 =13 0
2x1 + Xy + 3x3+ 4x, =17 2
) X+ 4x, + 2x35+x, =9 « |1
3x, + 2%, + 1xz + 4x, = 20 =10
3

2x1+ 2x2+ 3X3+x4=9
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Método de Gauss com Pivoteamento Parcial

Considere o sistema de equacdes lineares:

A X, X+, X :bl
a, X, +a,,X, +- - +a,, X, =b,

a X +a,, X, + - +a, X, =b,

O Método de Gauss com Pivoteamento Parcial consiste em transformar o sistema dado,
através de operacdes elementares sobre as linhas, em sistema triangular superior, tomando
como pivé em cada passo, 0 elemento de maior valor absoluto abaixo da diagonal de cada

coluna da matriz A (elemento a$ ).
Se em algum passo k encontrarmos a$’ = 0 isso significa que det (Ax) = 0. Nesse caso,

o0 sistema ainda pode ter solucdo determinada, basta que equacGes sejam permutadas de modo
que o coeficiente da k" incdgnita seja = 0, ou seja, det (A) = 0.

OBS: Quando usamos esta estratégia de pivoteamento pode-se provar que a propagacao dos
erros de arredondamento é controlada, uma vez que o elemento pivd sera o maior em valor
absoluto de cada coluna.

Exemplo:

Utilizando o Método de Eliminagdo de Gauss com Pivoteamento Parcial, resolver o
sistema abaixo:

Il
w

Ix, + 2x, + 3%
3, + 1Ix, = 4
3X, + 4%, = 3
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Exercicio:
Utilizando o Método de Gauss com Pivotamento Parcial, resolva o sistema:

2 2 -1)(x 3 1
3 3 1 X, |=|7 x*=1
-1 Xq 5 1
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Método de Gauss com Pivoteamento Total

Considere o sistema de equacdes lineares:

a; X, +a,X,+---+a, X, :bl
a, X, +a,, X,+-+a, X, =b2

anl)(1_|_an2X2 +-- '+a‘nn Xn :bn

O Método de Gauss com Pivoteamento Total consiste em transformar o sistema dado,
através de operacOes elementares sobre as linhas e colunas, em sistema triangular superior
equivalente.

Neste caso, tomamos como pive, em cada passo, 0 elemento de maior valor absoluto

entre todos os elementos da submatriz abaixo da k-ésima linha e a partir da k-ésima coluna,

isto €, entre os elementos ag.‘),i >k,j=k.

OBS:

1. As trocas de colunas na matriz produzem trocas no vetor solucdo. Desta forma, as
trocas devem ser armazenadas em um vetor Q = (Qs, g2, ..., On), €M que g; fornece a
coluna na posicao j.

2. Esta estratégia ndo € usualmente empregada, pois, envolve uma comparacdo entre 0s
elementos envolvidos na troca de linhas e colunas, que acarreta um esforgo
computacional maior que a estratégia de pivoteamento parcial.

Exemplo:

Resolver o sistema de equacdes lineares usando o Método de Eliminacao de Gauss com
Pivoteamento Total.

4%, + + X

+ 2%, + X

+ X, + 06X
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Exercicios

1) Resolver pelo método de Eliminacdo de Gauss com pivotamento total, o sistema:

SX, + 2X, + X3 = -12 4
-X + 4x, + 2x; = 20 x*=| 3
2x, — 3, + 10x, = 3 2
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Meétodo de Decomposicédo LU

O processo de decomposicdo LU (Least Upper) € uma das técnicas mais
utilizadas para resolver um sistema linear Ax = B. Esta técnica consiste na decomposicao da
matriz A em um produto de matrizes L e U. Consideramos que L é uma matriz triangular
inferior com a diagonal unitaria e que U é a matriz triangular superior.

Teorema: (Decomposic¢ao LU)

Seja A = (aj;) uma matriz quadrada de ordem n, e Ax 0 menor principal, constituido das
k primeiras linhas e k primeiras colunas de A. Assumimos que det(Ax) #0,k=1,2,..,n—
1. Entdo, existe uma Unica matriz triangular inferior L = (Iij), com l11 = o= ..=lnn =1, e uma
Unica matriz triangular superior U= (uj;) tal que LU = A. Além disso, det(A) = U11 U 22...Unn.

Demonstracédo: Neide Bertoldi Franco (Editora Pearson, 2006)

Processo de decomposicéo da matriz A em LU

Para obter os fatores ljj e ujj das matrizes L e U podemos aplicar a defini¢do de produto
e igualdade de matrizes, ou seja, LU = A:

1 0 0 U U Ug o Uy, a; &, &3 -+ Q,

L, 1 0 0 Uy, Uy -+ Uy, 8y 8, A, - @y

L, L, 1 0 0 0 0 \uy Uy, | =] @5, A5, asg a,,

.0 O 0 0 oo eer | | reereeeeeees

L. 1, s 1 0O 0 O O u, Ay dyp 8p3 any
L U

Para obtermos os elementos da matriz L e da matriz U, devemos calcular os elementos
da linha de U e os elementos da coluna de L na seguinte ordem:

12 linha de U: luir = a1 = uir =au
lupp =ap = U =aw

luin = @i = U1n = a1n

QD

21

12colunadeL: lrun=ax =1, =

[
=

1

QD
pis

l3ruir=as = Iy, =

[
=
=
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a
lhiuir=am =1, =-—"2
ull
22 linha de U: lo1 U2 + U =ax = Ux =ax - b uw

l21 Uz + U2z =a23 = Uz = azs - lo1 U3

[21 Utn + U2n = @2n = U2n = @2n - l21 U1n

83 — |31 U,
22colunadeLlL: lapup +lpux=ap =1, =—"—"

lapue +lzun=ap =1, =

ap, — In1 U,
Intuz +lzuz=an =1,=——

Se continuarmos calculando 3° linha, 3° coluna, 4" linha, 4° coluna etc, teremos as
formulas gerais:

1
Uy = a; -— . i Uy <]
=)

j-1
L, = (@ — D hug)lu; i>]
k=1

Aplicacao da Decomposicdo LU na resolucdo de Sistemas Lineares

Seja o sistema linear Ax = b de ordem n, em que A satisfaz as condicbes da
decomposicdo LU (Teorema). Entdo o sistema Ax = b pode ser escrito como:

(LU)x=b

Se considerarmos y = Ux, a solucdo do sistema linear pode ser obtida a partir da
resolucdo dos sistemas triangulares:

Ly=b Ux=y

OBS: A decomposicdo LU fornece um dos algoritmos mais eficientes para o célculo do
determinante de uma matriz.
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Exemplo
Utilizando o método de decomposigdo LU, resolver o sistema Ax = b e calcular o det(A):
5 2 1\(x 0
3 1 4|xy|=|-7
1 1 3)(x3 -5
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Exercicio

Considere o sistema:

b)

SX1 + 2Xo + X3
X + 4%y + 2X3

2% — 3Xp

-12
20

~ 10xg= 3

Resolver o sistema usando decomposi¢do LU
Calcular det(A) utilizando a decomposicao LU.
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OBSERVACAO 1:

Se o det(Ax) = 0 para algum k =1, ..., n, mas det(A) # 0, entdo podemos aplicar o
processo de decomposic¢do LU desde que permutemos a linha k por uma linha abaixo dela e
det (A #£0,k=1, ..., n.

Exemplo:
Determinar a solugédo do sistema utilizando a decomposi¢éo LU:

2X, + 2X, — X,
X + 3, + x=7

3

X, — X, + 5% =5
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OBSERVACAO 2:

O método de Eliminacdo de Gauss também pode ser utilizado para a obtencdo dos
coeficientes lij e ujj das matrizes da decomposicéo LU.

Para a matriz L, basta associarmos os coeficientes lij aos coeficientes mi; do método
de Eliminacéo de Gauss e considerarmos liij= 1 e lij = 0 se i < j. Deste modo, temos:

1 0 0 00

m, 1 0 00
M=|my,, m,, 0 0 |=L

-0

m, m, m,;, 1

A matriz resultante do processo de Eliminacdo de Gauss (matriz escalonada) é a
matriz U do método da decomposicdo LU.

Exemplo:
Determinar a solugéo do sistema:

3% + 2X, + 4%, =1

X +Ix, + 2%, = 2

4%, + 3X, + 2X;,= 3
Método de Eliminacdo de Gauss:

3 2 4)\(X 1 _3
Sistemaresultante: |0 % 25 | | X2 | = | % = x*=| 5
0 0 -4)|xg 0 0

Método de Decomposicéo LU:
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Sistemas resultantes:

Prof* Adriana Cherri
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Meétodo de Gauss Compacto

Seja o sistema linear Ax = b, de ordem n, em que A possui todas as submatrizes ndo
singulares. O Método de Gauss Compacto é uma maneira pratica de se obter as matrizes L e
U da de decomposicédo LU, armazenando-a de forma compacta. Os termos independentes bi,
I =1, .., nsédo obtidos da mesma maneira que os elementos uj; e serdo chamados de Uin+1,
i=1,..,n.

Construcdo do método

Seja o sistema linear

X, +a,X,+---+a, X, =b1
a, X, +a,, X, +--+a, X, =b2

a x—+a X, +-+a X =b
Primeiramente, montamos a matriz de ordem n x (n+1):

all a12 aln : al,n+l
a'21 a22 e a2n E a2,n+1

'
n2 nn n,n+1

ail., n+l bl

a b . , .
em que a2 Em seguida, construimos a matriz n x (n+1), em que 0s termos

b

n,n+1 n

a

independentes b;, i = 1, 2, ..., n, por serem obtidos da mesma maneira que os elementos uij,
serdo chamados de ui,n+1, 1 =1, 2, ..., n. Assim, sobre a matriz original armazenamos a matriz:

Uyjg Uy oo Uy o Uy
Ly Uy o Uy,  Upni
Inl In2 U, l"In,n+1

Para determinar os termos ujj € lij, 1, ] = 1, 2, ..., n utilizamos as mesmas expressdes da
decomposicgéo LU, entretanto, i=1,2,..,nej=1,2,..,n, (n+l):
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i-1

u = a -— Zlikukj 1<)

=

j-1
L, = (& - Zlikukj)/ujj i>]
k=1

Determinados os elementos ujj e lij, i, j = 1, 2, ..., n resolvemos o sistema Ux = b’, em

que b; = Ui,n+1,1=1,2, ..., n.

OBS: No caso em que y é determinado pelo Gauss Compacto, ndo € necessario resolver o

ul,n+1

. _ u,..
sistema Ly = b, basta resolver diretamente Ux =y, em quey =| "

n,n+l

Uma das vantagens do método de Gauss Compacto, é que podemos resolver de uma so

vez varios sistemas associados.
Exemplo:

1. Utilizando o método de Gauss-Compacto, resolver o sistema matricial:

2 1 -1\(x vy 0 3
1 0 2|x,y,|=3 4
4 1 -1){X Y, 2 7
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Exercicio

Resolver o sistema matricial composto usando o método de Gauss-Compacto:

2 -1 3Y\x vy, 7 -4 2 4
2 X Y, Z,|=| -7 6 6
1 0 100X VY, Z, -11 2 20
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Metodo de Cholesky

O Método de Cholesky é definido para a resolucdo de sistemas lineares de ordem

quadrada n cuja matriz dos coeficientes seja simétrica e definida positiva. A decomposi¢édo
feita a seguir considera estas hipdteses.

all a:L2 aln gll gll 921 gnl
a‘21 a22 aZn _ 921 g22 922 gnZ
a'nl a'n2 a'nn gnl gn2 gnn gnn

Assim, a matriz dos coeficientes A é decomposta no produto G.G', em que G é uma
matriz triangular inferior com elementos da diagonal estritamente positivos.

A=GG"

Aplicando a definicdo de produto matricial, obtém-se as seguintes férmulas para os
elementos de G e sua transposta:

Elementos diagonais

2
a, =0,

N2 2
azz - gzl + gzz

) 2 2
ann _gnl+gn2+.“+gnn

Desta forma,
011 =+,

/ R paraelementos da diagonal principal
9i =,/@ -2 %k 1=23..n
k=1

Elementos nédo diagonais

Ay, =020,
d,, = L
12 coluna 21~ Jaad =  gy=—"-,i=23..,n
011
ay =09u01
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a3, =030, 1+ 0,0, a ig g
a. = + ij ik " jk
23 coluna 4.12 0,19, 19,9, = g, :k:gl—’ i=23... n
ii

a,=0,9, 10,9,

aj+1,j = gj+1,1gjl +gj+1,2gj2 +"'+gj+1,jgjj

j-ésima coluna Q12 = 952491 95122952 -1 955295

A =9m9j1 + 902942 -1t 0,05

Assim,
a, :
gi]_:_ll ,|:2,3,...,n
O
& paraelementos que nédo pertencema diagonal principal
a;— >, 99
9; = kL 2< j<i
9j

Uma vez calculada a matriz G, a solucdo do sistema A.x = b fica reduzida a solucédo
dos seguintes sistemas triangulares:

Gy=b G'x=y
OBS: Utilizando a Decomposicéo de Cholesky, temos que A = G.G'. Portanto,

det (A) = (det G)? = (g11022...0mn)?

Exemplo:
1 1 0
Seja A=|1 2 -1
0 -1 3

Verificar se A pode ser decompostaem G.G !
Decompor Aem G.G*

Calcular o determinante de A.

Resolver o sistema Ax=bcomb=(2 1 5)"

oo oe
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Exercicio
1. Sejam as matrizes:
4 2 -4 310
A= 2 10 4 |; B=|1 3 2
-4 4 9 0 20

Escolha adequadamente e resolva um dos sistemas Ax = b, Bx = b, pelo processo de
Cholesky, em que b= (2 16 9)".
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Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se det(A) # 0, entdo existe uma matriz B,
tal que a seguinte relacéo seja satisfeita :

AB =B A = I (I éamatriz identidade)
A matriz B é chamada de matriz inversa de A e representada por B = A™.
Logo, tem-se: AA* =A"A = |

Desta forma,

a, a, .. a,)(b; b, .. by 10 ..0

a, a, &y | [Py by o by |01 0
a, a, a,)\b, b, .. b, 00 .. 1
A Al I

Portanto, para determinar as n colunas da matriz A resolvemos n sistemas lineares
utilizando qualquer método que resolva sistemas lineares.

d, d, .. a,|\(by 1
a, a .. a b 0
a e a2 — | 7| = Primeiracolunade A*

anl anZ ann bnl O
a; d, . A, (b, 0
a, a .. a b 1
A tmomo Tt 17— Segunda coluna de A

anl an2 " ann bﬂ 2 0

a, A, . o, |\(h, 0

= | . — n-ésima coluna de A*

a, a, .. a,)lb
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De forma resumida, seja A= [ b; i b, i --- i b, | a matriz inversa de A, tal que by,
j=1,2, .., néaj-ésima coluna de A™. Além disso, considere ej a j-ésima coluna da matriz
identidade Inn, ou seja, I =[ € i€, i g | tal que

0

e =| j |— j-ésima linha dee.

Podemos escrever o sistema linear
Abj = g j=1,2,..,n

Assim, resolvendo estes sistemas por qualquer método de sistemas lineares (desde
que suas condicdes sejam satisfeitas), encontramos cada coluna de AL,
Obtemos as colunas da A fazendo:

1) Método de Eliminacéo de Gauss
Abj=¢, j=1,...n.

2) Método de Decomposicéo LU
(LU)bj=¢, j=1,..n.

Resolvem-se os sistemas:
Lyj=ej, j=1,...n.
U bj =,
3) Método de Cholesky (somente para matriz simétrica e positiva definida)
GG'.bj =¢, j=1,.,n.
Resolve-se 0s sistemas:
Gyj=¢
G'bj=vyj, j=1,...n.

4) Gauss Compacto

Devemos utilizar o mesmo esquema da resolucdo de sistemas matriciais, isto é:
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a; @, - &, X Xp o o Xy 10 -0
Ay Ay By, Xpp Xyt Xy _ o1 .0
anl anZ o a‘nn an Xn2 o Xnn 00 -1

Fazendo AX =1, as colunas da matriz X sdo as colunas da matriz inversa, desde que
AAL=1

OBS: Se det(A) =0, diz-se que a matriz A é ndo-inversivel ou singular.

Exemplo:
1. Determine a inversa da matriz A utilizando algum método estudado.

>

Il
o o
=)
RN P
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Exercicios

1 Resolva os sistemas lineares triangulares abaixo:

1x, =3
a) 12X, + 5X, =2
3x, + 6x, + 4%, =1

Ix, - 2x, + 3x;, - 1x, =4
Ix, + 3x; + 1x, =3

Ix, + 1x, =2

Ix, =1

b)

2 Resolva os sistemas lineares abaixo pelo Método de Eliminacdo de Gauss.

2x, + 3, - 1x; =5
a) 4% + 4x, — 3, =
2x, — 3X, + 1Ix; =-1

4%, + 3x, + 2%, + 1x, =10

b) Ix, + 2x, + 3%, + 4x, =5
x, - Ix, - 1Ix;, - 1x, =-1
Ix, + Ix, + 1x; + 1x, =3

3 Resolva os sistemas lineares abaixo pelo Método de Gauss com Pivotamento Parcial.

2x, + 3, + 1Ix; - 1x, = 6.9
-1x, + 1x, - 4x;, + 1x, =-6.6
2 Ix, + 1x, + 1x; + 1x, = 102
4%, - 5%, + 1Ix, - 2x, =-12.3
Ix, + 2x, - 1Ix, =-1
b) 2%, + 2X, + 3X; + 4x, =-2
- Ix, + 3% + 2x, =0
-Ix, - 3, - 1x, + 1x, =3
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4 Resolva os sistemas lineares do exercicio anterior pelo Método de Decomposicéo LU.

5 Resolva o sistema linear a seguir pelo Método de Gauss com Pivotamento Parcial.

Ix, + 2x, + 4x, + 1Ix, =1

2, + Ix, - 1x; + 3x, =-6
-1x, + 3, + Ix; — 5%, =

3x, + 4x, + 2x;, — 6x, =13

6 Considere o seguinte conjunto esparso de equaces lineares:

2 -1 x) [ 2
12 1 x, | | -1
102 -1 x,| | 7
102 -1 x| |5

102 “1f[x| | 4

-1 2){x 3

6

Mostre que, usando o método de Eliminacdo de Gauss, o sistema triangular resultante
permanece esparso. Um sistema linear como esse é chamado tridiagonal. Tais sistemas
lineares aparecem com frequéncia na solucdo de equacgdes diferenciais parciais.

2 1 3
7 SejaA=| 0 -1 1
1 0 3

a) Verifique se a matriz A satisfaz as condices da decomposicédo LU.
b) Decomponha A em LU.
c) Calcule o determinante de A.

9
d) Resolva o sistema A.x=b, onde b=|1|.
7

8 Resolva o sistema A.x=b pelo Método da Decomposicdo LU, em que

1 2 3 4 10

2 1 2 3 7
A= e b=

3 2 1 2 6

4 3 2 1 5
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9

10

11

12

Considere o sistema linear

5, + 2X, + 1x, = -12
-1x, + 4x, + 2x;, = 20
2x, — 3x, + 10x, = 3

a) Resolva o sistema usando o método de decomposicéo LU.
b) Calcule o determinante de A pelo mesmo.

Quais das matrizes abaixo podem ser decompostas na forma LU? Decomponha as que
forem possiveis.

2 1 3 2 1 2 1 3
A=| 3 3 2 B=[2 2 1|, Cc=| 4 8
3 2 1 3 3 2 6 7 17
5 1
Seja A=| 1 1 1
2 1

a) Verifique se A pode ser decomposta em G.G™ (Cholesky).
b) Decomponha A em G.G".
c) Calcule o determinante de A.

-1
d) Resolva o sistema A.x=b,em que b=| 1].

16 4 8 4

. 10 8 4
Seja A=

8 8 12 10

4 4 10 12

a) Verifique se A pode ser decomposta em G.G".
b) Decomponha A em G.G".
c¢) Calcule o determinante de A.

32

26
38|
30

d) Resolva o sistema A.x=b, em que b =
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13 Sejam as matrizes

4 2 -4 310
A=l 2 10 4| e B=1 3 2
-4 4 9 0 2 0

Escolha adequadamente e resolva um dos sistemas Ax = b, Bx = b, pelo processo de
Cholesky, emque b =(2 16 9)'.

14 Usando o Método de Eliminacéo de Gauss resolva os seguintes sistemas:

10x, + 1x, - 1x, =10 4 -6 -1\ x -7
a4y Ix, + 10x, + 1Ix, =12 by| 2 -3 1| X |=|-5
2x, - 1Ix, + 10x, =11 1 2 -1){ x 4
Ix, + 2x, + 4x; + 1x, =1
) 2x, + Ix, - 1x; + 3x, =-6
C
-1x, + 3x, + 1x; — 5x, =
3% + 4x, + 2x; - 6x, =13
15 Resolva o sistema matricial usando o Método de Decomposicéo LU:
2 -1 3\ x, Yy z -4 2
4 1 2| X, Y, z,|=| -7 6 6
1 0 10\ X, VY Z -11 2 20
16 Considere os sistemas lineares:
Ix, + 2x, — 1Ix; =4 Ix, + 2x, + 1x, =6
2x, + 13x, + 1x; =35 2%, + Ix, + 1x; =14
-1, + 1x, + 4x;, =5 2X, + 2%, + 1x, =6

Faca uma escolha adequada para resolver um deles pelo método de Decomposicgédo LU e
0 outro pelo método de Cholesky. Justifique sua resposta.
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17 Resolva o sistema linear matricial pelo Método de Gauss:

1 0 1)x, vy 4 2
1 1 0fx, vy,|=|2 -2
1 1 1){x; VY, 9 7

18 Considere o sistema linear A.x = b, em que:

1 o 3 X, -2
A=l a 1 4| x=[x,|eb=|-3
5 2 1 X, 4

Para que valores de a:
a) A matriz A é pode ser decomposta no produto LU? Justifique.
b) O sistema pode ser resolvido por Cholesky? Justifique.

c) Considere o = 1 e resolva o sistema linear obtido pelo método de Eliminacdo de

Gauss.

19 Seja o sistema linear A.x = b dado por:

a) Determine a inversa da matriz A pelo método de Eliminacao de Gauss.
b) Resolva o sistema linear usando a matriz inversa obtida no item anterior.

20 Considere a matriz

3 0 3
A= 2 -2 1
1 2 0

Calcule A utilizando o Método de Eliminagio de Gauss.

21 Usando decomposicdo LU, inverta a matriz
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22 Dada a matriz

2 1 -1
1 10 2
-1 2 4

Calcule A utilizando o Método de Cholesky.

23 Seja
2 4 6
A= 1 -3 -1
2 1 1

usando o Método de Gauss com Pivotamento Parcial calcule A™.

24 Considere a matriz abaixo e calcule sua inversa usando o Método de Decomposicéo LU
e Método de Eliminacdo de Gauss.

4 3 2 1

1 2 3 4
A:

1 -1 -1 -1

1 1 1 1

25. Utilizando Cholesky, encontre a inversa da seguinte matriz:

4 2 -4
A=| 2 10 4
-4 4 9

26. Utilizando Gauss Compacto, encontre a inversa da seguinte matriz:

3 0 3
A=12 -2 1
1 2 0
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Metodos iterativos para solucédo de sistemas lineares

Métodos iterativos sdo aqueles que se baseiam na construgdo de sequéncias de
aproximacdes. A cada passo, 0s valores calculados anteriormente sdo utilizados para reforcar
a aproximacao de modo que o resultado obtido geralmente é aproximado.

Pré — requisitos para os métodos iterativos
Normas de vetores

Chama-se norma de um vetor X, |X|, qualquer funcéo definida num espaco vetorial E,
com valores em R, satisfazendo as seguintes condicdes:

N1) [X| > 0 e |x|=0seesomentesex=0.
N2) [Ax|= [& ] [x| para todo escalara.
Na) [x+Yy|| < [x|+|y| (desigualdade triangular).

Como exemplos de normas no R" temos:

n n
O W= 2 Db mak ol = 3 i)

Exemplo:

-1
10
x=| 3 |.Obter ¥ - IX].. eI,

Definicdo: Dada uma sequéncia de vetores x®) € E, dizemos que a sequéncia {x¥} converge
para xe E Hx(k) _XH_) 0. quando k — .
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Norma de matrizes

O conjunto das matrizes (n x n), com as operacOes de soma de matrizes e produto de
um escalar por uma matriz forma um espago vetorial E de dimens&o n?.

Podemos entéo falar em norma de uma matriz A < E.

Algumas normas de matrizes:

) ||A||w:r22(2‘aij‘ (norma linha)
o £
n
b) ”A”fT?)n(z‘au‘ (norma coluna)
A

o) Al =,/ 2.3; (norma euclidiana)

i,j=1

Exemplo de célculo de normas:

Seja:
3 2 -1
A=| 6 3 4
-1 2 1
|Al. =
Al =
[Ale ==

Definicdo: Normas consistentes

Dada uma norma no R" e uma norma de matrizes dizemos que elas sdo consistentes se,
para qualquer x, |AX| < | Al ]
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Métodos iterativos

Um método iterativo para calcular a solugdo de um sistema Ax = b (det(A) # 0) é
denominado iterativo quando fornece uma sequéncia de solugdes aproximadas, sendo que
cada solucdo aproximada é obtida pela anterior.

De modo geral, a construcdo do método iterativo considera a transformacdo do
sistema original Ax = b para a forma equivalente x = Bx +g e posteriormente, a partir dessa
nova forma e de uma solucdo aproximada inicial x©, determinamos uma sequéncia de
solugdes aproximadas considerando o processo iterativo:

x& D =Bx® + g, k=0,1, 2, ...
em que B é a matriz iterativa (n x n) e g é o vetor (n x 1).
Meétodo de Jacobi-Richardson

Considere o sistema de equacdes lineares

apX t+oapX, + -+ X = bl
auX + ayX, + -+ + a = b,

2n*n

auX, + apX, + o+ oagX, = b

nn°'n

em gque a matriz A (det(A)+0) do sistema linear pode ser escrita como a soma de trés matrizes:
A = L+D+R.

Escolhemos L, D e R de modo que L sé tenha elementos abaixo da diagonal D s6
tenha elementos na diagonal R s6 tenha elementos acima da diagonal.

a; ,1>] a;,i=]j a;,1<]
=47 dj=4 """ =< "
0,i<] 0, 1#] 0, 1>]

Exemplo (3x3)

11 Q12 Qg3 0 0 0 a; 0 0 0 a, a3
<a21 az; a23> = (a21 0 0> + ( 0 ay O ) + (O 0 a23>
az; a4z dzz az; azy O 0 0 aszz 0 0 0

A L D R

Supondo det(D) #0 (aii # 0, i=1,...n) e dividindo cada linha pelo elemento da diagonal,
temos:

Métodos Numéricos Computacionais
Prof* Adriana Cherri Prof* Andréa Vianna Prof. Antonio Balbo Prof* Edméa Baptista



aiz a;s
) 1 /a4 . /ass 0 0 0y /1 0 0\ /0 al, a
21/a22 1 23/&22 = (031 0 0>+<0 1 0>+(0 0 a;3>
a a a3y, a3, 0 0 0 1 0 0 0
31/a33 32/a33 1 31 L*32 ; )
A*

A construcdo da matriz A* foi exemplificada para o caso 3 x 3, porém, essa
construcdo € valida para qualquer dimensdo. Obviamente, os elementos b; do vetor b também
sdo divididos pelo elemento aii.

No caso geral temos:

e o sistema linear é reescrito como:

(L"+1+Rx=Db"
X=b'— (L +R)x
g B

O método iterativo de Jacobi-Richardson fica:

x®*+D = p* — (L + R)x®)|

Desta forma, dado o sistema linear, 0 Método de Jacobi consiste na determinacédo de
uma sequéncia de aproximantes de indice k: x®, x{, ..., x% k=1,2,3,... apartir de valores
iniciais x{¥, x{¥,..., x, k=1,2,3,... e através do processo definido por:

(k1) (k) (k)

X = (bl - a4, e T 8,X )/a11
(k+1) (k) (k)

X, = (bz - ayX - T AX )/azz
(k1) (k) (k)

Xn - (bn - anl'Xl - = an,n-l'anl)/ann

Critério de convergéncia do método de Jacobi:

a.
= max ) <1 (Critério das Linhas)
Sl

ii
J#i

q; -
. maxz —2{<1 (Critério das Colunas)
by

i#]
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Critério de parada:

O método iterativo de Jacobi-Richardson para quando:

||x D — x|,

o],

sendo & um valor pré-estabelecido para a precisao.

OBS:

e Se a matriz for estritamente diagonal dominante (isto €, em cada linha, o elemento da
diagonal ¢ estritamente maior que a soma de todos 0s outros elementos da linha), entdo o
critério de convergéncia é automaticamente atendido para B = -(L*+R*).

e A convergéncia independe de x©.

¢ No método de Jacobi-Richardson todos os valores de x da iteracdo (k+1) dependem dos
valores de x da iteracdo (k), por isso 0 método é também chamado de Método dos
deslocamentos simultaneos.

Exemplo

Resolva o sistema linear:

10x, + 2x, + x, = 7
X + 5% + X, = -8
2x, + 3x, + 10x, = 6

Utilizando o método de Jacobi- Richardson com x©@ = (0.7, -1.6, 0.6)" e preciso & =
102,
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k 0 1 2 3 4
X1
X2
X3
OBS:

- Para € < 10" a solug&o do sistema é: x = (0.99; -1.99; 0.99)";
- A solucéo exata do sistema proposto é x = (1,-2,1)".

Exercicios:

1. Resolver o sistema do exercicio anterior com b =(14, 11, 8), x© = (0, 0, 0)" e com
precisdo £ = 102,
. 2%, —-X,=1 , ..
2. Resolver o sistema: utilizando o método de Jacobi- Richardson com
X, +2X,=3
x© =(0.9; 0.9) e precisio € = 1072, Solugdo com 5 iteragdes: x = (0.9968; 1.0031).
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Método de Gauss - Seidel

O método de Gauss — Seidel é uma variante do método de Jacobi — Richardson que
acelera a busca da solucdo para o sistema.

No método de Jacobi—Richardson, o sistema linear Ax = b foi reescrito como X =
Bx + g, com B = (L* + R*) e g = b*.

O processo iterativo foi descrito como: x®*Y = p* —(L*+R*)x® . Se
explicitarmos as variaveis deste processo, temos:

(k+1) (k) (k)

X - (bl - a,.% e T a;,-X, )/au
(k1)  _ (k) (k)

X, - (bz - A — T A )/azz
(k+1) (k) (k)

Xn - (bn - anl'xl - T an,n-l'Xn—l) / ann

Observe que gquando calculamos x{, ja sabemos o valor de x**V e, quando

calculamos x| ja sabemos x{V e x{*» . Em geral, sabemos os valores de x que

multiplicam L".

Como x**¥ ¢ uma melhor aproximacéo de x; do que x{’, podemos utiliza-lo no

calculo de x{*, assim como podemos utilizar x{? e x** no calculo de x{”. Desta

forma, temos o método iterativo de Gauss — Seidel:

lxC+D) = p* — [*x (kD) — Ry ()]

Assim como no método de Jacobi, dado o sistema linear, 0 Método de Gauss—Seidel
consiste na determinacdo de wuma sequéncia de aproximantes de indice k:

x{, x89 ., xM k=1,2,3,... a partir de valores iniciais x{”,x{?,..., x?, k=1,2,3,... e
através do processo definido por:

(k+1) (k) (k)

X - (b1 ap,-X, ay, X, )/an
(k+1) (k+1) (k)

X, i = (bz - dy. i - = ay, X, )/azz

(k+1) (k+1) (k+1)
Xn i - (b - anl'Xl i - = a‘n,n-l'an )/ann

n

Critério de convergéncia:

O método de Gauss—Seidel converge se:

a..
— <1 (Critério das Linhas) for satisfeito.

- maxy

i )
J#i
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= Critério de Sassenfeld for satisfeito ( max 8, <1 ), em que os valores B; sdo

iﬂj + ii

j=iv] Qi

i-1
calculados por recorréncia através de g, = Z
j=L

Critério de parada:

O método iterativo de Gauss—Seidel para quando:

||x(k+1) _ x(k)“00

||x(k+1)||Oo

<g

sendo € um valor pré-estabelecido para a precisao.
OBS:

= Dado um sistema linear Ax = b pode acontecer que 0 método de jacobi-Richardson
seja convergente enquanto que o método de Gauss-Seidel seja divergente e vice-
versa.

= Se |B| n&o for muito menor que 1, a convergéncia pode ser bastante lenta.

= A convergéncia para os métodos: Jacobi-Richardson e Gauss-Seidel ndo depende do
valor inicial x©.

» Uma permutagdo conveniente das linhas ou colunas de A antes de dividir cada
equacio pelo coeficiente da diagonal principal pode reduzir o valor de [B|.

Exemplo:
Resolver o sistema:

X + X, + X =5
3 + 4, + X =6
3x + 3, + 6x, =0

pelo método de Gauss-Seidel com x© = (0,0,0)"e ¢ <102
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X1

X2
X3

OBS:
= Para ¢ <107 temos que a solucéo do sistema é x = (1.00; 0.99; -1.00)"

= A solucdo exata do sistema proposto é x = (1, 1, -1)".

Exercicio:

2X =X, =1 . : 0
utilizando o método de Gauss-Seidel com x©@ =

X, +2X, =3

Resolver o sistema: {
(0.9; 0.9) e precisdo € = 1072. Solugéo com 4 iterages: x = (1.0015; 0.9960).
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Exercicios:

1. Resolver o sistema:

10x, + x, - X, = 10
X, + 10x, + x; = 12
2X, — X, + 10x; = 11

pelo método de Jacobi-Richardson com x©® = (0,0,0)" e e< 1073,

2. Dado o sistema:

10x, + x, + X3 = 10
X, + 10x, + 8x; = 20
7%, + X, + 10x, = 20

a) Verificar a possibilidade de aplicacdo do método iterativo de jacobi-Richardson.
b) Se possivel, resolvé-lo pelo método do item a).

3. Dado o sistema:

4x, + 2X, + 6x;, =1
a4x, — X, + 3X; =
-X, + 5%, + 3, = 3

Mostrar que reordenando as equacgdes e incognitas poderemos fazer com que o critério
de Sassenfeld seja satisfeito, mas nao o das linhas.

4. Dado o sistema

5, + 2X, + X3 = 7
-X, + 4X, + 2x;, =
2%, — 33X, + 10x, = -1

a) Verificar a convergéncia usando o critério das linhas e o critério de Sassenfeld.
b) Resolva o sistema utilizando Jacobi e Gauss-Seidel com x©=(-2.4, 5.5, 0.8)" e
£=107,

Efetuar, em ambos os casos, duas iteracdes partindo-se do vetor x©@ = (-2.4; 5; 0.3)".
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Dado o sistema:

4 1 1)(x
1 6 1|(x,|=|8
2 1 8/ \x,) 11

a) Verificar a convergéncia usando o critério de Sassenfeld.
b) Resolver pelo Método de Gauss-Seidel ( 3 iteracOes a partir do vetor nulo).

Resolva o sistema linear abaixo pelo Método de Jacobi com x©@=(0, 3, 1, 4)" e £=107.

5% — 1x, + 2% - 1x, =5
1x, + 9%, - 3x3 + 4Xx, =26
3X, — TX3 + 2X, =-7

-2X + 2X, — 3X; + 10x, =33

Dado o sistema

10x, + 1x, + 1x; =10
2% + 10x, + 8x; =20
77X + 1x, + 10x; =20

a) Verifique a possibilidade de aplicacdo do método iterativo de Jacobi.
b) Se possivel, resolvé-lo com x@ = (1, 2, -1)" e £=1073.

Dado o sistema A.x=b onde

3 -1 4
A=| 1 2| e b=|3
-1 2

a) Verifique a convergéncia usando o critério de Sassenfeld.
b) Resolva pelo Método de Gauss-Seidel partindo do vetor nulo com £=102

Resolva o sistema linear pelo Método de Gauss-Seidel com x©=(3, 1, 0, -1)" e £=10".

4% + 1x, + 1x; + 1x, =7

2% — 8Xx, + 1lx; - 1lx, =-6
1x, + 2X, — 5% + 1lx, =-1
1x, + 1x, + 1lx; - 4x, =-1
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