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INTEGRACAO NUMERICA

No calculo, a integral de uma funcao foi criada originalmente para determinar a area sob
uma curva no plano cartesiano. Ela também surge naturalmente em dezenas de problemas de
Fisica, como por exemplo, na determinacao da posi¢cdo em todos os instantes de um objeto, se for
conhecida a sua velocidade instantdnea em todos os instantes.

A v

Seja uma funcéo f(x) continua em um intervalo [a,b] e sua primitiva F(x) conhecida. A
integral definida de f(x) pode ser calculada pela formula de Newton-Leibniz:

f(x)dx = f

D ey T

L =F(b)-F(@)

Porém, essa técnica ndo pode ser aplicada quando se conhece apenas alguns pontos
tabelados da fungdo f(x) ou, quando f(x) ndo pode ser integrada. Portanto, os métodos de
integracdo numeérica permitem calcular o valor aproximado de uma integral definida sem
conhecer uma expressdo analitica para a sua primitiva.

Integrar numericamente uma fungéo y = f(x) num intervalo [a, b] pode ser o mesmo que
integrar um polinémio Pn(x) que aproxime f(x) em um determinado intervalo.

Formulas de Newton — Cotes

Considere uma fungéo definida em Xo, X1, ..., Xn (N + 1) pontos distintos e equidistantes no
intervalo [a, b]. Para a determinacdo das formulas de Newton-Cotes utiliza-se o polinémio
interpolador de Newton-Gregory para pontos equidistantes:

Pu(s) = f(xo) + S A (x, )+ (s 1)A2fT(IX°)+ LS5 1) ... (5—Nn+l) an—(lxo)_

X=X,
emque s= -

Aproximando a funcdo f(x) pelo polindbmio de Newton-Gregory pn(s) e integrando-o,
obtém-se as formulas de Newton-Cotes.

100k = D 0) + £ )]+ D0+ F0u)]+ 42 [F(x )+ F(x,)] =

:g[f(xo)+2f(xl)+2f(x2)+...+2f(xx1)+ f(x,)]
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Erro Cometido na Integracdo Numérica

Teorema

Se f(x) possui (n+1) derivadas continuas no intervalo [Xo, Xn] € 0S pontos X; = Xo + jh, j =0,
1, ..., n subdividem o intervalo de integracdo em um numero impar de intervalos iguais, entdo a
expressao do erro para as formulas de Newton-Cotes com n impar é dada por:

n+2 £ (n+1)
E, = %J’(u 1)...(u—n)du para algum ponto & e [Xo, Xn]
n+ 0

Teorema

Se f(x) possui (n+2) derivadas continuas no intervalo [Xo, Xn] € 0S pontos xj = xo + jh, j=0
1, ..., n subdividem o intervalo de integragdo em um numero par de intervalos iguais, entdo a
expressao do erro para as férmulas de Newton-Cotes com n par é dada por:

- hn+sf<n+2>(§)j(u )u(u_l)...(u—n)du para algum ponto & e [Xo, Xn]
(n+2)!
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Regra dos Trapézios

Considere uma fungdo f(x) continua e definida em dois pontos xo e x1 no intervalo [a,b].
Para a determinacdo da Regra dos Trapézios utiliza-se o polinémio de Newton-Gregory do 1°
grau, que é dado por:

Af (%)
P1(x) = f(Xo) + (X - Xo) —

e assim, paraa=Xoeb=x;

X

j f (x)dx ~T p, (X)dx = h_l[ P(s)ds
%o 0

X

X=X,
emque S= . e h=x1-Xo.

f(x))”

f(Xo) |rocmmmmmmems

Xo X1

Integrando P1(s), obtemos uma formula de integracdo da seguinte forma:

LO f(x)dx = hjo[f (X,) +SAF (x,)]ds = hjo f (xo)o|s+hj0 Af (x,)s ds =

= hj: f (Xo)ds+hI:[ f(x)—f(x)] ;ds =hf(x)sl+h[f(x)—f (Xo)]%ds -

“h f(xo)+g[ £ (%)= £ ()] =5 (20F () +hf ()~ () :2[ F(x)+ ()]

Portanto: IX): f (x)dx =g[ )+ f(%)]

Erro na regra dos trapézios
O intervalo n = 1 é impar e, portanto:

1)

h3f(2)(éf) 1
E =T D gy < £ < = B =

Limitante superior para o erro

3
1B, 1< 2 max{] 19001 %, < x <}
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Exemplo:
Dada a tabela

x | 05 1
fo | -0.1931 1

1
Calcule o valor aproximado de j(ln(x)+x)dx usando a regra dos trapézios e um
0,5

Limitante Superior para o erro.
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Regra dos Trapeézios generalizada

A regra dos trapézios generalizada consiste na subdivisdo do intervalo de integracdo e n

X, — Xg

subintervalos iguais, cada qual de amplitude h = e a aplicacdo da Regra dos Trapézios

em cada subintervalo, isto €, a cada 2 pontos consecutivos.

Xo X1 X2 Xn-1 Xn X
Assim, temos que:

[ £00dx= 2100+ 001 D[T )+ o)t DI+ £ 0]

=2[f (%) +2F (%) +2F (%) +..+2F (x,_,)+ F(X,)]

Erro na regra dos trapézios generalizada

h? ,
E =50 —%) FP(&),& €% %]

Limitante superior para o erro
2

|l (6 = xmax] |13 < x <%}

Exemplo:

4
Calcule o valor aproximado da integral I Vxdx usando a regra dos trapézios generalizada
1

para 2, 4 e 6 subintervalos e um limitante superior para o erro.
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Exercicios

1
1 Calcule o valor de I(x3+1)dx pela Regra dos Trapézios usando 5 divisdes no intervalo
-1
[a,b].

3
2 Usando a Regra dos Trapézios determine o valor de I de com 6 subintervalos. Compare 0
1

resultado com o valor de In(3).
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Regra 1/3 de Simpson

Considere uma func¢éo f(x) continua no intervalo [a,b], definida em 3 pontos distintos Xo,
X1, X2 equidistantes. Para determinar a Regra 1/3 de Simpson utiliza-se o polindmio de Newton-
Gregory de grau 2, que é dado por:

P2(x) = f(x0) + (X — X0) AF (%, )+ (X — X0)( X — x0) %P(;O)

Fazendo a = xo e b = x,, temos:

]g f (x)dx zT p, (X)dx = h_zf P,ds
Xo 0

Pz(X)

Integrando P2(s), obtemos uma férmula de integracdo da seguinte forma:

J. f(X)dX hJ. |:f(X )+SAlf(X )+S(S2 1)

A f (X, )}ds =

s(s

_hj f(x)ds+hj SALf (x, )ds+j Azf(x )ds =

2 2

2

=h f(x,)s|}+h(f(x)- f(Xo))_

+3 (f (%) =2 (4) + f (%)) (S—s—gJ

0 0

=2h f(X,)+2h f(x)—-2h f(Xo)+2.§(f(X2)—2f(X1)+ f(x,)=
=2h f(x1)+2[f(x3)—2f(xl)+ f(xo)]:g[6f(xl)+ f(x,)—2f(x)+f(x)]=

= DH ) 4100+ F00)]
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Portanto: LO f (x)dx = g[ f (%) +4F (%) +f(x)]

Erro na regra 1/3 de Simpson
O intervalo de integracdo foi subdividido em um numero n = 2 (par de intervalos) e,
portanto:

2

h*£9E) 2 - £9E)
E, =TL uU-Du(u-1).(u-2)du=E ZT X, SESX

Limitante superior para o erro
h5
|E, | —{max| f“|,x, <x<x,}
90
Exemplo:
1,5
Calcule o valor aproximado de _[cos xdx usando a Regra 1/3 de Simpson e um Limitante

0,5

Superior para o erro.
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Regra 1/3 de Simpson generalizada

A regra 1/3 de Simpson generalizada consiste na subdivisdo do intervalo de integracéo e
X, — Xp

n subintervalos iguais, cada qual de amplitude h= , em que n é um numero par de

subintervalos, de forma que a = Xo € b = x» e a aplicagdo da Regra 1/3 de Simpson a cada 2
subintervalos consecutivos.

»

1
1
1
1
1
1
1 »
1
X

Xempbpeee e e e e =
X mfpmmm e e e ==

4... Xn-2,Xn-1,Xn

Aplicando a regra 1/3 de Simpson a cada 2 subintervalos, temos que:

I f(x)dx;g[f(x0)+4f(x1)+ f(xz)]++g[f(x2)+4f(x3)+ f(x)]+
+...+g[ f(x, ) +4f(x, )+ f(x,)]=

:g[f(xo)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+...+2f(xn_2)+4f(xn_l)+ f(x,)]

Erro na regra 1/3 de Simpson generalizada
4

_—h @
E_180(X" X0) (&) % <& <X,

Limitante superior para o erro
4

[Ef 06— x)max 9%, <x< X}

Exemplo:

3
Calcule o valor aproximado da integral j(xe*+1)dx usando a regra 1/3 de Simpson

generalizada para 2, 4 e 6 subintervalos e um limitante superior para o erro.
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Exercicios
1

1 Calcule o valor de J.(x3 +1) dx pela Regra 1/3 de Simpson usando 5 divisdes no intervalo
-1

[a,b].

3
2 Usando a Regra 1/3 de Simpson determine o valor de I%’i com 6 subintervalos. Compare 0
1

resultado com o valor de In(3).
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Regra 3/8 de Simpson

Considere uma funcéo f(x) continua no intervalo [a,b], definida em Xo, X1, X2 , X3, 4 pontos
distintos e equidistantes. Para determinar a Regra 1/3 de Simpson utiliza-se o polindbmio de
Newton-Gregory de grau 3, que é dado por:

A*f (%)

P3(X) = f(X0) + (X — X0) Af (X, )+ (X — X0)( X - xl)Asz(X‘))+ (= X0) (X = x)(X = X)) — 5

Fazendo a = X € b = X, temos:
X3

j f (x)dx zj P, (X)dx = hi Pds
Xo 0

X0

emque s=
h n
y A
f(x)
/M )

1 ! ! !

1 1 1 1

1 1 1 1

| 1 1 1

v | :

: ) ! ! .
Xo X1 X2 X3 X

Integrando P3(s), obtemos uma formula de integracdo da seguinte forma:

jxg f(x)dx = hr{AO f (X,) +UAF (x,) +u(u —1)M+u(u ~D(u- Z)M}du _
% 0 21 3!
- hj:AO f (x,)du + hjosuAf (x,)du +gj03u(u ~1)A%f (x,)du +gj:u(u “1)(u-2)AF (x,)du =

3

h u® u?
+§[f(x2)—2f(x1)+f(xo)](?—?] ;

0

213

= f (x)ul} +h[ f (x) - f(xo)]u?

0

+g[f(xs)_3f (X,) +3F (%) - f(xo)](%_u3+uz) :%[f(xo)"‘:gf (%) +3F(x,)+ f(Xs)]

0

Portanto: T f (x)dx =%[ f(%)+3f(x)+3F(x,)+ f(x)]
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Erro na regra 3/8 de Simpson
Para esta regra de integracdo, o intervalo [a, b] foi subdividido em um ndmero n = 3,
impar, de subintervalos, portanto:

h5

5 41

F9(9)f; ulu-D(u-2)(u-du = E, =~ ST, %, <x< X

Limitante superior para o erro

3
B9 h° maxd] £ 9001 < £}

Exemplo:

1,2
Calcule o valor aproximado de _[(e*+5x)dx usando a Regra 3/8 de Simpson e um
0,3

Limitante Superior para o erro.
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Regra 3/8 de Simpson generalizada

A regra 3/8 de Simpson generalizada consiste na subdivisdo do intervalo [a, b] de
XO_Xn

integracdo e n subintervalos iguais, cada qual de amplitude h= , €M que n é um ndmero

maltiplo de 3, de forma que a = xo e b = xn e a aplicacdo da Regra 3/8 de Simpson a cada 4
pontos consecutivos, ou 3 subintervalos consecutivos.
y A

[

n-1 Xn X

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

X

Fa TR —

1
1
1
1
1
1

X

Xo X1 X2 X3 Xn-3 Xn-2

Aplicando a regra 3/8 de Simpson a cada 2 subintervalos, temos que:

Xf f(x)dx=%[f(xo)+3f(x1)+3f(x2)+ f(x3)]+3—;[f(x3)+3f(x4)+3f(x5)+ f(x)]+

+...+%[ f(X,3) +3F () +3F (x,) + F(x,)]=

3h
g{ f (%) +3[F )+ F %)+ FO) +o+ F (X )+ F () ]+ 2[ F () + F (%) +.+ F (X, 0) ]+ f(xn)}
Erro na regra 3/8 de Simpson generalizada

4
E= o (X)) % <X,
Limitante superior para o erro
4
|Ef o O —x)maxd 9% <x< %}

Exemplo:

7
Calcule o valor aproximado da integral Iln(x+9)dx usando a regra 3/8 de Simpson
1

generalizada para 3, 6 e 9 subintervalos e um limitante superior para o erro.

Métodos Numéricos Computacionais — 2013
Prof* Adriana Cherri Prof* Andréa Vianna Prof. Antonio Balbo Prof* Edméa Baptista



Departamento de

953 DEPARTAMENTO DE
/45 COMPUTACAO A siomasica

Faculdade de Ciéncias - Unesp Bauru 146

Exercicios

1
1 Calcule o valor de I(x3 +1)dx pela Regra 3/8 de Simpson usando 5 divisdes no intervalo
-1
[a,b].

3
2 Usando a Regra 3/8 de Simpson determine o valor de IdTX com 6 subintervalos. Compare 0
1

resultado com o valor de In(3).
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Exercicios

1 Calcule as integrais a seguir pela Regra dos Trapézios, 1/3 de Simpson e 3/8 de Simpson,
usando quatro e seis divisoes de [a,b]. Compare os resultados.

1 4

a) [e* dx ¢) [Vx dx
p ”

b) j(3x3—3x+1) dx d) j%
-1 2

2 Em que sentido a Regra de Simpson € melhor do que a Regra dos Trapézios?

3 Dada tabela

x | 00 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
f) | 10  1,2408 15735 20333 26965  3,7183

e sabendo que a Regra 1/3 de Simpson é, em geral, mais precisa que a Regra dos Trapézios,

1
qual seria 0 modo mais adequado de calcular j f (x) dx, usando a tabela acima? Aplique este
0

processo para determinar o valor da integral.

2
4 Usando a Regra de Simpson determine o valor de I%é com 8 subintervalos. Compare 0
1
resultado com o valor de In(2).

1
5 Considere a integral | = je‘xzdx. Estime | pela Regra de Simpson usando h = 0,25.
0

dx
1+ X2

1
6 Calcule &t da relacdo z :j utilizando a Regra de Simpson com 6 subintervalos.
0

7 As formulas de Newton-Cotes sdo todas obtidas a partir da aproximacdo da funcédo
integranda por um polinémio interpolador de Newton-Gregory. Aplicando a mesma
sistematica adotada para a obtengéo das regras dos Trapézios e de Simpson, determine uma
férmula de integragdo utilizando o polinémio interpolador de Newton-Gregory de 4° grau.

2
8 Aplique a férmula obtida no exercicio anterior para calcular | = J‘In(x+\/x +1) dx.
1

9 Utilize a Regra 1/3 de Simpson para integrar a funcdo abaixo entre 0 e 2 com 0 menor
esforgo computacional possivel. Justifique.

x*,se 0<x<1
f(x) =
(x+2)° se 1<x <2
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10 Pela Regra de Simpson (n=8), calcule cada uma das integrais abaixo.

11

12

T

a ﬂese”‘x) dx 2
) ! b) J' sen(x) dx
0

Sabendo-se que a quantidade de calor necessaria para elevar a temperatura de um certo
corpode massamdetoaty €

4
Q=m j C(0) do
t
onde C(8) é o calor especifico do corpo a temperatura 0, calcule a quantidade de calor
necessaria para se elevar 20 kg de dgua de 0°C a 100°C. Para a agua tem-se:

0 (°C) C(0) (keal/kgC)

0 999,9
10 999,7
20 998,2
30 995,3
40 992,3
50 988,1
60 983,2
70 9778
80 971,8
90 965,3
100 958,4

De um velocimetro de um automdvel foram obtidas as seguintes leituras de velocidade
instantanea:

t (min) V (km/h)
0 23
5 25

10 28
15 35
20 40
25 45
30 47
35 52
40 60
45 61
50 60
55 54
60 50

Calcule a distancia, em quilémetros, percorrida pelo automavel.
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13 Calcule o trabalho realizado por um gas sendo aquecido segundo a tabela:

V(md) 15 20 ] 2530 35 ] 40| 45
Pkom?) | 80 | 72 | 64 | 53 | 44 | 31 | 22

Sabe-se que W = J' Pdv.

14 Uma linha reta foi tragada de modo a tangenciar as margens de um rio nos pontos A e B.
Para medir a area do trecho entre o rio e a reta AB foram tracadas perpendiculares em
relacdo a AB com um intervalo de 0,05m. Qual é esta area?

Perpendiculares Comprimento (m)
1 3,28
4,02
4,64
5,26
4,98
3,62
3,82
4,68
5,26
3,82
3,24

O©Coo~No ok wiN

el
(N
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