Departamento de

vﬁCOMPUTMpO MAacematica 150

Faculdade de Ciéncias - Unesp Bauru

SOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Uma equacéo diferencial € uma equacdo que envolve uma funcdo desconhecida
e algumas de suas derivadas. Se a funcdo € de uma sé varidvel, entdo a equagdo
diferencial se chama equacéo diferencial ordinéria (EDO).

Uma equacdo diferencial ordinaria que envolve derivadas até a ordem n é
chamada de equacéo diferencial ordinaria (EDO) de ordem n e pode ser escrita na
forma:

vy X)) = (XYY (X),...y"P(x), as<x<b (1)

Obviamente, uma EDO de ordem 1, de interesse neste tdpico para o
desenvolvimento de métodos numéricos a sua resolucéo é definida por:

y'(x)=1(x,y), a<x<b 2

As EDO’s ocorrem com muita frequéncia na descricdo de fendmenos da
natureza e em problemas de engenharia.

As equacOes que estabelecem relacdes entre uma variavel que depende de duas
ou mais variaveis independentes e as derivadas (parciais) sdo denominadas de equacdes
diferenciais parciais.

Exemplos:

e Equacdo diferencial de 12 ordem e lineares
Xy'=X-y

e Equacdo diferencial de 22 ordem e lineares
y'=y

e Equacdo diferencial de 22 ordem e ndo-lineares
y'H1-y*)y'+y =0

e Equagcdo diferencial parcial

8_u+8_u =0, com u =u(X, )

aXZ ayz -

A solucdo de (1) e qualquer fungdo y = F(x) que é definida em [a,b] e tem n
derivadas neste intervalo e que satisfaz (1), ou seja, é uma fungdo da variavel
independente que satisfaz a equacdo. Uma equacdo diferencial possui uma familia de
solucdes.
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1) Y'=y, tem por solucdo a familia de funcdes:y=ae”, acR

2) y"=0, tem por solucdo a familia de funcdes:y=p,(x)

Como uma equagdo diferencial ndo possui solucdo Unica, entdo para
individualizar uma solucéo tem-se que impor condigdes suplementares. Em geral uma
equacdo de ordem n requer n condi¢des adicionais a fim de ter uma Unica solucdo.

Entdo, dada uma equagdo de ordem n, se a fungédo, assim como suas derivadas
até ordem n-1 sdo especificadas em um mesmo ponto, tem-se um Problema de Valor
Inicial (PVI).

Exemplos:
|I: |— ': 2
y'=3y-2y 2) Y=y , PVI de ordem 1.
1) <y(0)=-1 ,PVIdeordem2; y(0)=1
y'(0)=0

OBS: Dada uma equcéo diferencial de ordem n, n>2 , se as condi¢Oes fornecidas para a
busca da solucdo Unica ndo sdo dadas num mesmo ponto temos um problema de valor de
contorno (PVC).

Problema de Valor Inicial (P.V.1.)

Como nem sempre € possivel obter a solu¢cdo numérica de uma EDO, pode-se usar
métodos numeéricos para resolvé-la. Trataremos aqui de métodos numéricos para se
conseguir os valores de y(x) em pontos distintos daqueles das condicGes iniciais associadas
ao PVI.

Um problema de valor inicial (P.V.1.) de 12 ordem tem a forma

y'=f(xy)
1
{y(xo)zyo ( )

emquea<x<bh,yeR.

A solucéo deste problema é uma fungéo y = y(x) continua e derivavel que satisfaz a
equacdo e passa pelo ponto (Xo,Yo).

Esse problema sera resolvido numericamente. O primeiro passo é discretizar o
intervalo [a,b], isto €, subdividir o intervalo [a,b] em n subintervalos, definido pelos ponto
igualmente espagados:

X; =X, + jh
sendo,
b—a
n

h= ,J=0,...ne x,=aex,=b.
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O conjunto | ={X,,...,X, }obtido desta forma denomina-se de rede ou malha de
[a,b].

A solucéo numeérica yn(x) é a fungéo linear por partes cujo grafico € uma poligonal
com Vvértices nos pontos (X;,y;), em que y; deve ser calculado utilizando algum método
numérico que serd abordado a seguir.

y A
Solucdo exata

Erro

Solucdo Numérica

v
x

Xo

Xn

Métodos de Passo Simples

Definicdo: Um método para resolver um P.V.l. € denominado de passo simples se cada
aproximacdo yk+1 € calculado somente a partir da aproximacgdo anterior yx. Pode-se
formaliza-lo como:

Yk+1 = Yk + h. @D(Xk,Yk,h)
1) Método de Euler

Seja o PVI de ordem 1:

{yzf(x,w -

y( X ) =Y
Deseja-se determinar aproximagoes yu,... , yn para as solugdes exatas y(X1),... , Y(Xn).
Procurando yi:

Como ndo se conhece y(x1) toma-se y: como uma aproximagéo para y(x1). Traca-
se a tangente T & curva y(x) no ponto (Xo,y(Xo)) cuja equacéo é dada por:

Y(X)=Y(X )=y (% ) (X=X, ) -
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y(x1) =y1

y(Xo) = Yo

v

Xo X1

Fazendo-se x = x1 e lembrando que y(Xo) = Yo, YV (X, )= f(X;,¥(%,)), y(X1) = y1 €
(X, —X%,)=h, tem-se:

Y1:yo+h f(Xo’YO).

O erro cometido na aproximacao de y(x1) por y1 é
€ =Y.~ y( X )

ou seja a diferenca entre a solucdo numeérica e a solucao exata.
Procurando y2:

Faz-se a mesma coisa a partir de x1 e obtem-se a férmula:

Y,= y1+h f(xl'yl)

Cujo erro é dado por:
€= yz_y(xz)-

E assim sucessivamente obtem-se:

Yia=Y;+ h f (xj , y].), j=01..,n-1
Cujo erro é dado por:

€= Y~ Y(Xj1),1=0,1,..,n-1

Usando Série de Taylor:
Modo 1

SupBe uma expansdo da solucdo y(x) em série de Taylor em torno do ponto x;:
2 3 q

YOO= Y06 )+h VX 4y (%) 4y ) et T Y9 (x,) 4 E, ()
2! 3! q!
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Truncando-se a série no termo de primeiro grau e desprezando o erro tem-se:

y(x)=y(x;)+hy(x;)
Fazendo-se x=xj+1 tem-se:
Y(Xj+1 )= y(Xj )+h yl(xj )-

Logo:
Yin=Y,; +h f(xj 1Y ),1=0,1,...,n-1

OBS: O método de Euler é um método de Série de Taylor de ordem 1.

Modo 2:

Conhece-se do célculo o desenvolvimento em Série de Taylor da funcdo y(x), que

supde-se suficientemente diferenciavel:
2

wm=wmnhwwo+%wup+%y

(XH—+2y@@)+%A©

Como y =f(x,y) tem-se:
y(x)=y(x;)+h A(x,y,h)
em que

A(x,y,h) = f(x;, y)+ 00y +- +h f(‘”)(x y;)+Eq
q!

é 0 acréscimo exato de y(x) quando x é aumentado de h. Chama-se de A(x,y,h) de funcédo
incremento.

Faz-se uma aproximacao para A(X, Y, h):

A= 0y, )0 8 (x yw-+2 AED(x,y)) (4)

Toma-se q =1, e tem-se:
A(x,y,h) = £(x;.y;)

Estabelece-se entdo o Método de Euler
Yia=Y;+h f(x;,y;),1=01..,n-1

Logo, o valor da funcdo no passo j + 1 é dado em funcgdo do valor da funcdo no
ponto j e do valor de f no ponto (X, yj).

OBS: O método de Euler ¢ um método de Série de Taylor de ordem 1.
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Exemplo: Usando o Método de Euler, encontre uma solucao aproximada para o P.V.I.:

d

o_ X+Y

dx ;

y(0)=1

no intervalo [0,1], sobre 5 subintervalos igualmente espacados.

Tabela de solugbes obtidas pelo método de Euler:

Mudando a varia¢do no incremento de x para h = 0.5, a partir de Xo = 1, nos leva a:

X y y
0 1,0 1,0
0,1 1,1 1,2
0,2 1,22 1,42
0,3 1,362 1,662
0,4 1,5282 1,9282
0,5 1,721 2,221
0,6 1,9431 2,5431
0,7 2,1974 2,8974
0,8 2,4871 3,2871
0,9 2,8158 3,7158
1,0 3,1874 41874
X |15 2,0 2,5
y |[5,8543 10,4548 18,1689

A solucdo exata da E.D.O. é y(x) =2e* —x+1, e pode-se determinar os valores

discretos de x, confrontando as solugdes:

X 0 05 1,0 15 2,0 25
y(Euler) | 1,0 | 1,7210 | 3,1874 | 58543 | 10,4548 | 18,1689
y (Exata) | 1,0 | 1,7974 | 3,4366 | 6,4634 | 11,7781 | 28,8650

Prof* Adriana Cherri

Métodos Numéricos Computacionais
Prof* Andréa Vianna

Prof. Antonio Balbo

Prof® Edméa Baptista



Departamento de

Faculdade de Ciéncias - Unesp Bauru 156

Observacao: Notamos que os valores encontrados através do método de Euler estdo muito
distantes dos verdadeiros valores. Isto ocorre, pois, 0 erro cometido no 1° intervalo é
carregado para o 2° intervalo. No 3° intervalo, carregamos o erro do 1° e o 2° intervalos e
assim por diante.

Solucdo para este problema: Utilizar mais termos da expansdo em série de Taylor
acarretaria numa melhor aproximacdo de y(x). A aproximacdo de ordem 1 feita na
expansdo de Taylor para definir o método de Euler também pode ser estendida para ordens
maiores. Esta estratégia serd usada nos metodos definidos a seguir.

Teorema 1: Limitante para o erro cometido no método de Euler

Seja yn a solucéo aproximada do PV1 (3) obtida pelo Método de Euler. Se a solugédo
exata y(x) de (3) possui uma derivada de segunda ordem no intervalo [xo, b], e se nesse
intervalo as desigualdades

| f,(6y) <L ey (x)[<Y
forem satisfeitas para constantes positivas L e Y limitadas, o erro r, =y, — y(x,) do método
de Euler, num ponto X, = X, + nhé limitado como segue:

1< et 1)

Observacéo: Este teorema mostra que o erro tende a zero quando h — 0.

Exemplo:
Determinar um limite superior para o erro de truncamento, decorrente da aplicacéo

do método de Euler a solucdo da equacéo:
y'=y, y(0)=1 0<x<1.

Solucéo:
Neste caso, f(x, y) = y; g_f =lel =L
y

Uma vez que y(x) = €%, temos y”(x) = e* e | y"(X)|< epara 0 < x < 1. Para determinar um
limite para o erroem x =1, temos X, —x, =1 eY = e, assim

|r(1)|s%(e(l‘°’l—1) =%(e—1)<2,4h s lr@] < 2,4h.
Exercicios:
1. Sejao P.V.I. {z(;__i Usando h = 0,1 e n = 5, aplique o método de Euler para

construir uma solugéo aproximada. Avalie o erro cometido.

2. Usando o Método de Euler, encontre uma solucéo aproximada para o P.V.I.

y'=xy"
y@@) =1, X € [1,2]eh=0,2
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2) Métodos de Runge-Kutta

O algoritmo de Taylor de ordem elevada apresenta a grande dificuldade de exigir o
calculo, muitas vezes tedioso de f°, £, ..., f%U, 0 que o torna as vezes até impraticavel,
mesmo no caso de uma Unica equacédo diferencial. Por esta razdo estes algoritmos ndo tem
tido boa aceitacéo.

E possivel simular o calculo desta expansdo de Taylor através de calculos que
envolvam somente a prépria f. Este método foi introduzido por Runge e Kutta e leva este
nome.

O método de Runge-Kutta de s estagios é definido por:

k, =f(x,y)

k, = f (x+c,.h, y+h.a,, k,) ©)

k, = (x+ch, y+h(ag k+ ag k,+.. . +a k)
com ¢, =Y a;.

j<i
Define-se @xrk(X,y,h) por:
@RK(Xk,yk,h) =bi.k1 + bo.ke + ... + bs.ks
2Yn+1 = Yn + h.@rk (6)

Deve-se determinar os coeficientes ci, ajj, bi.

Definicdo: O método definido por (5) tem ordem g se g é o maior inteiro para o qual se
tem:

Dxy,h) = y(x+h) —y(x) = h.@re(x,y,h) + o(h?) ()

Pelo algoritmo de Taylor, tem-se
D(x,y,h) = y(x+h) —y(x) = h.@r(x,y,h) + o(h%) (8)

dr(x,y,h) = &or = f(x, y)+g.f'(x, y)+...+%'1.f(q‘1)(x, y) 9)

Para f suficientemente diferenciavel, (7) tera ordem q se as séries de Taylor para
y(Xn+h) e yn+1 coincidirem até o termo de h9, inclusive, isto &,

@r(x,y,h) - dre(x,y,h) = o(h9) (10)
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2.1) Métodos de Runge-Kutta de ordem 2
Considere s = 2, isto é, 2 estagios em (5).
Tem-se:

k, =1f (xY)

k, = f (x+c,.h, y+ha, k)
Entéo

Yn+1 = Yn + h.(b1.k1+b2.k2) (11)

Para obter-se os coeficientes, igualam-se as expressoes de ®rk e Pr.

Desenvolvendo ko = f(x+hcz, y +haziki) por Série de Taylor para funcbes de duas

variaveis, tem-se:
k, = f +c,h.f + h.azl.kl.fy+o(h2)
= f+c,hf + h.a21.f.fy+o(h2)

Por outro lado,

h
Py = F42(F, + £.4,)+o(h?)

Deve-se ter @t - drk = 0(h?), entdo,
h
foo(fr 10) bk —b,(f +¢,hf +ha, f.1,) =o(h?)
h
foo(f+ 10 -buf —b,(f e, hf, +hay, £.f,) =o(h?)

h h
f=b-b)+ £ -b,c, )+ 1.1, ~b, hay) =o(h?)

Considerando-se que o(h?) tende a zero quando h tende a zero, entdo temos:

1-b —b, =0 1-b —b, =0
h(l—b c,)=0 > 4 1—bc—O
Ny ) T 5 2 T
1 1
h-(E_bz-au) =0 E_bZ'aZI =0

De onde vem que:
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As escolhas mais comuns séo:

a) bo=1
b =0
C,=a _i
2= =5

a expresséo (11) fornece:

h h
yn+1 = yn +h'f(xn +Elyn +§'f(xn’yn))

conhecido por Método de Euler Modificado.

Exemplo:

T 2
Utilizando o método de Euler Melhorado, calcule o valor do P.V.I. {y(o—)x 1+y
y =
usando h = 0,2 e xe[0;0,6].
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b) Quando consideramos: b, :%

b =

1
2
C,=a, =

1

a expresséo (11) fornece:

h
yn+1 = yn +E'(f(xn! yn)+ f(Xn +hl yn +h'f(xn’ yn)))

conhecido por Método de Euler Melhorado ou Aperfeicoado.

2.2) Métodos de Runge-Kutta de ordem 3
Considere s = 3, isto €, 3 estagios em (6).

Tem-se que:
kl =f (xY)
k, = f (x+c,.h, y+ha, k)
k, = f (x+c;.h, y+h.(a;.k +a,k,)
Entéo
Yn+1 = Yn + h.(b1.ki+ba.ko+baks)  (12)
Para obter-se os coeficientes, igualam-se as expressdes de ®rk € O considerando-

se aproximacao de ordem 3 nas expressoes.

Considerando-se (7) com (8) e desenvolvendo-se k2 e ks por Série de Taylor para
funcBes de duas ou mais variaveis, tem-se:

Comparando-se (7) com (8) e considerando que o(h®) tende a zero quando h tende a
zero, isto €, a nulidade das expressdes que acompanham as poténcias de h até
ordem 3, obtemos as condigdes de ordem, dadas a seguir:

b, +b, +b, =1 ab, +ab, ==
2 (13)
a’b, +a’b _1 b,,b,,b 1
2M2 33_3 21323_6

Considerando em (13) a, e a, como parametros livres, determinamos de maneira

Unica os demais parametros, obtendo a familia de métodos de Runge-Kutta de 3 estagios
com ordem 3.

Temos portanto 4 equagbes a 6 incognitas; atribuindo valores a 2 variaveis
determinamos as outras 4. Novamente temos infinitos métodos de Runge-Kutta de 3
estagios de ordem 3.
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Também nesse caso, ndo conseguimos um método de 3 estagios e de ordem 4 a
menos que se imponha condicdes sobre f(x,y).

Fazendo-se b, = %; b, =0

1 3 3 1 2
.'.b3=1——=—, —aSZ—:aS:—
4 4 4 2 3

az.0= % - (%)2.% =0; ..Va, satisfaz a igualdade.

1
Impondo que a, == temos

3
1 1 2
stz :g:baz :g-
Temos:

yn+l - yn = h@(xn’ yn ’ h) = h[blkl + b2k2 + b3k3]
= h[bl f (Xn ’ yn) + bs f (Xn + a3h, Yn t+ h[(as - b32)k1 + b32k2])
—

=0

h 2 2 h 1
-y, =—[f(x,, 3f(x,+=h, —f(x, +=, = f(x,,
yn+1 yn 4[ (n yn)+ (n+3 yn+3 (n+3 yn+3 (n yn)])

Outros métodos de RK de ordem 3 podem ser definidos a partir das equacges (13),
como é o caso do Método Nystron de ordem 3, desenvolvido quando consideram-se
b, =b, e a, =a, em (13):

2h 2h 3 2h 2h 2h
?,yn+? f(xn,yn))+§ f(Xg+— Yy +— (X, +—

2h
3 3 3 vyn+?f(xnlyn))]'

1 3
yn+1:yn+h[zf+§f(xn+

2.3) Método de Runge-Kutta de ordem 4

Considere s = 4, isto é, o desenvolvimento do método RK para 4 estagios. De (6)
tem-se que:
Tem-se que:

k =1 (xy)
k, = f (x+c,.h, y+ha, k)
k, = f (x+c,.h, y+h.(a; .k +a,k,)
k, = f (x+c,.h, y+h.(a, .k +a,Kk,+a,k,)

Entdo
Yn+1 = Yn + h.(b1.K1+b2.ko+b3.ka+ba.Ka) (14)

Para obter-se os coeficientes, igualam-se as expressdes de ®rk € ®1 considerando-
se aproximacao de ordem 4 nas expressoes.
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Para obter-se todos os coeficientes para o método RK, consideram-se as
equacdes (7) e (8) desenvolvidas até a ordem 4. Desenvolvendo-se kz, ks, ka por Série de

Taylor para funcbes de duas ou mais variaveis e igualando-se as expressdes de ®rk € Dr.
Considerando-se de (6) que:

ay =G,

8 =C;—ay
ay =C,—38y, —a

tem-se o seguinte sistema a ser resolvido para a determinacdo dos coeficientes do método:
b +b,+b,+b, =1

C,.b, +c,.b,+c,b, =
cob,+cib,+cih, =

3
3

3
4

)
2 w
(=3
(=3
+
o
o
|

+
O
BlE wik NIF

272 3 4 (15)

1
C,.a,,0,+C,.8,,+C.a,; = 5
1
Cy.C3-855.05 +b,.(C8,, +C5.8,5) = §
2 b b 2 2 _ 1
C, 8,0, +10,.(C;.8,, +C5.8,5) = 5
1

C,.8,,-8,50, = ™

resultante da equagdo @t - drk = o(h*).
Resolvendo-se o sistema (15) obtemos os seguintes valores para os coeficientes de
(14):
b1=1/6; b2, =1/3; b3=1/3 e by = 1/6;
Co=axn=1/2;¢c3=1/2;a31=0; a2 =1/2; ca=1;a31 =0; as2o=0e as3 = 1.

O Método de Runge-Kutta de ordem 4 classico é entdo definido por:
h
You=Y, +E.(kl +2k, +2k, +k,);

em que ki, kz, ks, ka sdo dados por:
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kl = f (Xn1 yn)

f (Xn +h1 yn +Dk1)

k
2 2 2

h h
k f(x +—=, —k
3 (n+2 yn+2 2)
k, =f (x,+h, y, +hk;)

Prof* Adriana Cherri
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Exercicios

y=y
y(0)=1
2 Calcule y(1) para y'=4x3; y(0)=0 aplicando o Método de Euler com h=0.2.

1 Calcule y(0. 4) usando o Método de Euler com h=0.01 para o PVI: {

3 SﬂaoPVk{%y:X_y.
y(2)=2
Estime y(2.1) pelo Método de Euler com h=0.1, h=0.01 e h=0.025.
'=0.04
4  Dado o PVLI: Y Y , estime o valor de y(1), com h=0.5, h=0.25 e h=0.1
y(0) =1000

usando

a) o Método de Euler.

b) o Método de Euler Melhorado (Runge-Kutta de 22 ordem).
c) o Método de Runge-Kutta de ordem 4.

1 Zy 3
=7 1 . )
5 Dado o PVI: y X+1+(x+ ) , obtenha y(1) e y(2) aplicando o Método de Heun

y(0)=3

com h=0.125 e h=0.2.

6  Dado o PVI abaixo, considere h=0.5, h=0.25, h=0.125 e h=0.1.
y'=4-2x
{wm=2
a) Encontre uma aproximacao para y(5) usando o Método de Euler Melhorado, para
cada h.

b) Compare seus resultados com a solucéo exata, dada por y(x)=-x*+4x+2. Justifique.

c) Vocé espera 0 mesmo resultado do item (b) usando o Método de Euler? Justifique.
7 Dado o PVI: {il(;)cisf)l()ﬂ, estime o valor de y(1), com h=0.5, h=0.25 e h=0.1,

usando o Método de Euler, de Euler Modificado (Runge-Kutta de 22 ordem), e de

Heun (Runge-Kutta de 22 ordem).

8 Dado o PVI y‘:—g; y(0)=20, determine uma aproximacédo para y(16). Resolva por

Runge-Kutta de 22 ordem com h=2 e, por Runge-Kutta de 42 ordem com h=4.

9 Dado o PVI abaixo, considere h=0.2 e 0.1.
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y'= %(2y+ X+1)
y@) =05
a) Encontre uma aproximacéo para y(1.6) usando o Método de Euler Modificado,
para cada h.

b) Encontre uma aproximacéo para y(1.6) usando o Método de Runge-Kutta de 42

ordem, para cada h.

¢) Compare os resultados obtidos com a solugéo exata, dada por y(x):2x2-x-%.

Considere o PVI: {

a) Encontre a solucdo aproximada usando o Método de Euler com h=0.5 e h=0.25,
considerando x € [0,2].

b) Idem, usando Euler Melhorado.

X3

- 7 —Xt+—
c) Sabendo que a solucdo analitica do problema é y(x)=e 2, coloque num mesmo
grafico a solucdo analitica e as solugdes numéricas encontradas nos itens

anteriores. Compare seus resultados.

_y-1
Considere o PVI: 47~ 371 1.
y(0)=1
a) Calcule aproximacdes para y(1), usando o Método de Euler com h = 0.2 e

h=0.25.
b) Repita o item (a), usando agora o Método de Euler Modificado.
Calcule y(0.3) para y'=-y; y(0) = 1, aplicando o Método de Heun com h = 0.1
(Solucéo analitica: y(x)=e™).
Calcule y(1) para y'=-y + x + 2; y(0) = 2, aplicando o Método de Runge-Kutta de 22
ordem com h=0.1 (Solucéo analitica: y(x)=e™+ x + 1).
Calcule y(1) para y'=5x* y(0)=0, aplicando o Método de Euler e Euler Melhorado

com h=0.1. Compare os resultados obtidos com a solugéo exata.
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