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AJUSTE DE CURVAS

Até agora, o polinémio de aproximacdo foi definido de tal maneira a coincidir com o
valor da funcdo dada em pontos definidos (interpolacdo). Em certos tipos de problemas, isto
pode ndo ser desejavel, em particular se os valores foram obtidos experimentalmente e séo,
portanto, sujeitos a erros. Nao é conveniente incorporar esses erros a funcdo de aproximacao que
reflita a tendéncia geral da fungéo dada.

Xo Xn X

Dados n pontos (xiyi), i = 1,.., n, deseja-se ajustar a eles uma curva g(x), que seja uma
“boa aproximagao” para esses pontos tabelados.

Xo X1 Xn
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Ajuste de Curva — Caso Discreto

Dados os pontos (xi, f(xi)), i =1, ..., n, e as n fungdes gi(x), g2(X), ..., g2(Xn) escolhidas de
alguma forma, devemos determinar os coeficientes as, ay, ..., an tal que a fungédo g(x) = a1g1(x)+

a202(xX)+ ...+ angn(X) se aproxime ao maximo de f(x).

O ajuste de curvas pelo Método dos Minimos Quadrados tem por objetivo ajustar g(x) =
f(x), de forma que os desvios quadraticos sejam minimos, ou seja, os coeficientes a; que fazem

com que g(x) se aproxime ao maximo de f(x), sdo 0s que minimizam a funcao:

minimizar > (f(x)—g(x))?> minimizar » e’ — minimizar (erros)
i=1 i=1

oo o¥1 %n

Tipos de ajustes:

e Ajuste polinomial
9(x) =2,,(X) +a,0,(X) +...+a,9,(X)

e Ajuste exponencial
g(x) =ab”
g(x) = ae™
g(x)=e

ax-+b

e Ajuste hiperbdlico

e

1
9(x) =
axX+a,
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AJUSTE DE POLINOMIAL - RETA

Xo X1 Xn

Dados n pontos (xi, Yi), i = 1,.., n, deseja-se ajustar a eles uma reta g(x) = a1g1(x)+ a2g2(x)
= aiX + az. Assim, g1(X) = x e g2(x) = 1. Dessa forma, devemos determinar ai e a; de modo que a
funcdo g(x) se ajuste melhor os dados da tabela, ou seja,

min ieiz = min i(f(xi)_g(xi))z = min Zn:[f(xi)_(a1xi+a2)]2
i—1 i=1 i=1

= | E(a1, a2) = min Zn:(f(xi)_alxi _a2)2

Do célculo diferencial, se a funcdo E(ai1, az) possui um ponto de minimo, entdo suas
oE oE

derivadas parciais devem ser nulas, ou seja, — =0e — =0. Portanto,
oa, oa,

o) e’ ) )
ﬁzo ZZ(Yi_aﬁ(i_az)(_Xi):O Z(yi_aixi_az)(xi)zo

i : I;l : I:l :>
0 & 2 (yi—a% -3,)(-1) =0 2. (yi—ax —2a,)=0

i=1 — 0 i=1 i=1

oa,

ixiyi_iaixiz_iazxi=o aiixi2+a2ixi:ixiyi
)= i=1 i=1 N i=1 i-1 i=1

Zyi_zaﬁ(i_zazzo aizxi +az(n)zzyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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n n

2x 22X

Esse sistema pode ser resolvido por qualquer método visto anteriormente, em particular,
0 método de Cholesky pode ser aplicado, pois o sistema de equacfes possui a matriz simétrica e

definida positiva.

Exemplo
Ajuste os pontos abaixo a g(x) e calcule o erro.

0 1 2 3 4
098 | -301 | -6,99 |-11,01| -15
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AJUSTE POLINOMIAL

X0 X1 Xn

Dados n pontos (xiyi), i = 1,.., n, e o valor do grau do polinémio a ser determinado,
deseja-se encontrar os coeficientes do polindmio g(x)=a0,(x) +a,9,(X)+...+a,9,(x) de

modo que min zn:(f(xi)—g(xi))2 :

i=1

Resolvendo min Z(yi —-g(x))?, obtém-se o seguinte sistema linear:

i=1

an
2 3 n+1
PR TSR 2 X" ey || 2%
2 22X 2= 22X
: : : : a, :
PRAEDR LD 2N AT 2K,
Exemplo
Ajuste os pontos da tabela abaixo a uma equacéo do 22 grau e calcule o erro cometido.

-2,0 -1,5 0,0 1,0 2,2 3,1
-30,5 -20,2 -3,3 9,2 16,8 21,4

n DX X

X

ZYi
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Ajuste de Curva — Caso Continuo

O método dos minimos quadrados também pode ser usado para aproximar uma funcéo
f(x) continua num intervalo [a,b] por uma combinag&o de funcdes do tipo

9(x) = 2,0 (X) + ;95 (X) + ... + 2,9, (X)

em que g1(X), g2(x), ..., gn(X) s@o funcdes continuas no intervalo [a,b]. Neste caso, queremos
determinar g(x) que melhor se aproxime da funcdo f(x), ou seja, queremos que a area entre as

curvas de f(x) e g(x) seja a menor possivel. Desta forma:
2

b
(@, 8y:m-3) = [ [F (0 - g(0)] dx
Assim, o problema do método dos minimos quadrados € definido por
b
minimizar J[f (X) — (3,9, (%) + @,9, (X) + ...+ &,g, (x)) ['dx

Portanto, o pronto de minimo necessariamente satisfaz:

OB _OB _ _OE_
da, o0a,  0a,
ou seja,
b n
oE .
a—ai_—zﬂf(x)—kz;akgk(x)Jgi(x)dx_O,|_1 ..... n
Assim:

b b b
alj'gl(x)gi(x)dx+...+ anjgn(x)gi(x)dx =J f(x)g,(x)dx, 1=1,...n
Utilizando a notacédo de produto escalar de funcGes:

b

<f,g>=J'f(x)g(x)dx

a

Temos o sistema de equacBes normais:

<g11g1> <gl’g2> <gl’gn> a1 <91,f>
<gzigl> <92792> <g2’.gn> 8:2 _ <g2.,f>

<gn;91> (9,.9,) . <gn:gn> a <9n.,f>

Se o determinante da matriz do sistema de equac¢des normais for diferente de zero, o
sistema possui solucdo Unica, ou seja, existe uma Unica funcdo g(x) que melhor se ajusta a
funcao f(x).
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Para um caso simples, sejam as fungdes gi(x) e g2(x) que definem a funcéo g(x),
continuas no intervalo [a,b] e escolhidas a partir de algum critério de mérito:

g(x) = 3191()() + azgz(x)

Deseja-se encontrar a; e a2 que melhor ajuste a reta g(x) a f(x), ndo obrigando que a
curva ajustada passe pelos pontos f(a) e f(b).

f()

f()

fi(x)

Fazendo a substituicdo, tem-se:

E= [0 g0] dx=[[F (0721 (9g()+ (9(0)* pix=

[ 007 - 21 (0[,0,(X) + 2,0, (] + 820, (X)” + 22,2,8, ()9 (¥) + 8,79, (x)? i =

[[f (0] dx—{ZJ f(x)gl(x)dx}al {2 | f(x)gz(x)dx}az { | gl<x>2dx}af -

{2 | gl(x)gz(x)dx}alaz { | gz(x)de}af - F(a,a,)

A solucéo é encontrar (51, 5z)tal que:

oE =0 parai=12

% =2 j f (%)0, (x)dx + {2] gl(x)zdx}ai - {ZI 0:(3)9, (X)dx}az
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aE b b b
=2 f(x)gz(x)dx{z | gz(x)de}az {ZJ gl(x>gz(x)dx}a1
a, 2 a a

Igualando-se a zero e reagrupando, tem-se:

b

| gl(xfdx}aq +[ | gl(x>gz(x)dx}a2 = [ 1(99,00x

a

| gl(x)gz(x>dx}al { | g2<x>2dx}a2 = [ £(9g,(xdx

Estas equacOes resultam num sistema de equagdes tal que:

[a.00%dx [ 9,009, (x)dx [ £ (09, (x)dx
A = b : ’ b € b = :
[0:099,(9dx [ g,(x)°dx [ f(x9,(dx

Exemplo:
Aproximar f(x)=4x® por uma reta no intervalo [0,1].
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REGRESSAO NAO LINEAR NOS PARAMETROS — AJUSTE NAO LINEAR

Muitas vezes, os dados experimentais necessitam de uma familia de funcdes para
representa-los que ndo é composta por combinacdo linear nos pardmetros. Desta forma, faz-se
necessario o uso de outras funcBes para ajustar adequadamente uma fungdo representada na
forma de tabela.

Ajuste exponencial

Existem casos, em que os dados experimentais sugerem que a funcédo tabelada deve ser
aproximada por uma fungdo exponencial da forma g(x) = a(b)*, com a e b positivos. Os valores
de a e b devem ser obtidos de modo que o erro seja minimo, ou seja:

E(a,b) = Zn:e(xi)z N minimizarzn:[f (x)—g(x)f

A funcdo exponencial g(x) = a(b)* pode ser ajustada fazendo a seguinte transformacao:
h(x) = In(g(x)) = In(a(b)*) = In(a) + xIn(b)
Definindo:

az =In(a), entdo e®> = a
a1 =In(b), entdo e = b

Desta forma h(x) = In(a) + xIn(b) = a + bx € representada por uma combinacdo linear das
funcdes gi(x) = x e g2(x) = 1, ou seja, h(x) = a1g1(X) + a2g2(x).
Para que a fungéo g(x) aproxime-se de f(x), a funcdo h(x) deve se aproximar de In(f(x)),
ou seja:
g(¥) ~f(x) — In(g(x)) ~ In(f(x))

A tabela de pontos fica definida como:

X1 X2 . Xn

IN(0)) | N(R00) | . | In(a(x))

Do ajuste de reta tem-se 0 seguinte sistema linear:
(fo}al + (inJaz = Zln(f ()%
i=1 i=1 i=1
{in Jal +(Ma, = In(f (x))
i=1 i=1

Com os valores de a1 e a> obtidos com a resolucdo do sistema linear, resolvemos o

problema: minimizarznl[ln(f(xi))—h(xi)]2 .

i=1
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Exemplo

Ajuste 0s pontos da tabela a equacdo g(x) = a(b)*, com 0 < b < 1, e calcule o erro cometido.

Xi

-1

-0,9

-0,8

f(xi)

6,01

5,39

4,80

2,01

0,65

0,21
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Ajuste hiperbolico

No ajuste hiperbdlico, observa-se que os pontos tabelados possuem um comportamento
que se aproxima de uma funcdo definida por:

9(x)=—

a,(x)+a,

Novamente, deseja-se determinar os parametros a: e a; tal que:

E(a,a,) =) _e(x)* — minimizar > [f (x) - g(x)J
i=1 i=1
1 . ~ 1
Se g(x)_m aproxima-se da funcdo f(x), fazemos h(x)_m_al(xhaz, que

1
aproxima-se da funcdo ——, ou seja, g(x) =~ f(x )
p 80 5 ouseja g0 ~ 00 > s~ s

A tabela de pontos fica definida como:

1 1

N —
~

X1 X2 Xn
URe) | U609 | . | ()

Do ajuste de reta tem-se 0 seguinte sistema linear:

(ZX ]a”(zxjaz P

(ZXJM(”)‘& ars f(l)

Com os valores de a: e a» obtidos com a resolu¢do do sistema linear, resolvemos o

2
U |
problema: minimizar E {——h(xi)} :
i=1 f(Xi)

Exemplo

Ajuste os pontos da tabela & equacdo g(x) = 1 e calcule o erro cometido.
a (X) +a,

Xi -3 -2 -1 -0,5 -0,4
f(xi) -0,13 -0,20 -0,49 -2,01 | -4,99
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Exercicios

1. Ajuste os pontos abaixo & equacio y = bo+bix+box>+bsx>.

-5

4

-2

0

1

2

386

225

54

6

13

40

110

220

1

2

3

4

5

6

7

8

0,5

0,6

0,9

0,8

1,2

1,5

1,7

2,0

. Ajuste os dados abaixo utilizando uma reta e uma pardbola. Trace as duas curvas no
gréafico de dispersdo dos dados. Compare.

3. Aproxime a fungdo f(x) = (x3-1)?, x e [-1,1], por uma reta e, por um polindmio de 22 grau.
Compare os resultados obtidos.

4. Aproxime afungdo f(x) = ¥/x no intervalo [0,1] por um polindmio de 3° grau, usando
os valores de x com incremento de 0,1.

5. Ajuste os pontos abaixo a equacdo g(x) = be® e calcule o erro cometido.

Xi 0,10 1,50 3,30 4,50 5,00
yi 1,77 2,17 2,48 299 | 315
. Ajuste os dados abaixo a equacao z(xi) = i
+
Xi 0,00 | 0,20 | 050 | 0,60 | 0,80 | 1,10
z(x)) | 0,06 | 0,12 | 0,30 | 0,60 | 0,73 | 0,74
7. Aproxime a tabela abaixo por uma funcéo do tipo g(x)=1+ae™.
X 0,0 0,5 1,0 2,5 3,0
y 2,0 2,6 3,7 13,2 21,0

8. Faca o diagrama de disperséo e ajuste os dados da tabela abaixo. Calcule o erro.

15 3,4 51 6,8 8,0
2,0 50 3,8 6,1 5,8
. Dada a tabela
1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35
1,00 1,01 1,02 1,04 1,05 1,06 1,07 1,08

Determine g(x) e calcule o valor de f(1,18).
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